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Absolutni hodnotaisla a jeji vlastnosti

Absolutni hodnotiislaa znaiime |a| a definujeme jako

EENES (1)
Z této definice okamaitplynou vlastnosti absolutni hodnoty

a pro a=0

jaf =( (2)

—a pro as<d(
Véta o absolutni hodnat soutu
Da, b0 R:| a+ h<| &+ k (3)
Diikaz
Ziejng je
as<|dObs<|h= a+ b<| a+| | (4)
Podobr
-as|-d=[d0-bs|-b=[h=—(ar hs| L (5)
Protoze
la+H=a+ b0 a+ h=—( a+ B, (6)
musi platit

arbis|d+ [t (7)

10



11
Véta o absolutni hodnatrozdilu

Oa,bOR:||d~|H<|a | (8)
Diikaz

Z predeslé vty okamzit vidime, Ze

a=(a-b)+b=|as|a b+ b=>| | k| & | (9)
Podobg téez

b=(b-a)+a=|f<[b- 4+ a> (| &| B=| b x| B |,

(10)
piicemz plati samdejme rovnost
b-d =|a- 1. (11)
Protoze
Jaf [0 =14 ~[40] 4~ =~( & B). (12)
musi byt
o/~ b <|a- 4 (13)
Véta o absolutni hodnat soufinu
Oa,b0 R:|abh=| & k (14)

Ditkaz

Rozebereme postupnSechny 3 fipady, které zde mohou nastat



az00b=0= ab= 0= |ahh= ab=| 4 b

12

a200bs 0= -bz 0= |ah=|-( a =[ 4~ §=| - b=/ alo
a<00b<0=-az 00-b= 0=|ab=|(- (- B =|- §- b=| Rt

Véta o absolutni hodnat podilu

_la

RE)

DabDR,b;tO

Ditkaz

S vyuzitim gedeslé ¥ty okamzit dostavame
o

Kartézsky sodn mnozin

a—%a:>|d

Zobrazeni a funkce

René Descartes (1596 — 1650)

M¢éjme nap. nasledujici d& mnoziny bod

(15)

(16)

(17)
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A={a,a,a},

18
B={b,.b, b}. (18)

Kartézsky sodéin Ax B je definovan coby mnozina usgolanych
dvojic bodi, z nichz prvni vzdy nalezi mnozii, druhy mnozig B:

AxB=

={(a,b).(a.b)(ab)(ab)(aB(ad(ad(abla)

(19)
Pozorovanikartezsky so&in mnozin zjevg neni komutativni
operace, tj.

Ax Bz Bx A, (20)

Druha mocnina mnoziny je definovana pomoci kartéasksodinu
jako

bl_

A= Ax A
={(a.a).(a.3)(aa) (a9 (a3 (339 (aa( a3}
(21)
Geometricky Ize tyto mnoziny bédryjadrit nasledujicimi grafy
Obr. 1
B AxB A A? B B?
S S ] o IR S
| | | | | |
e A e e e B A
| | | | | | | | |
I o o B e e o S S e s
N e R
L L L
[ N N N I N BN T I g
a X & A a X B A by by bs by
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Prejdeme-li nyni od diskrétnich mnozin ke spojitymadbu obrazy
kartézského sainu tvait plochy obdélniki, jak ukazuje nasledujici
priklad

Priklad 1 — kartézské sainy spojitych mnozin

A=(1,4), (22)
B=(2,4),
Obr. 2
B A B
4 1 4 1 4 1 _
3 _| AXxB 3 _| 3 _| B2
A2
2 | —— 2 —| 2+ —————
| | | |
| ! | |
| ' 1—+-- 1- | |
| ! | ! | |
I I N B
| | | | A | | | | A | | | |
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

Zobrazeni mezi mnozinami

Operatorem zobrazeni z mnozidydo mnozinyB budeme rozust
predpis, kterym vybirame z vySe zobrazeného obdékaki¢zského
sowinu mnozinA aB pouze wité body. Operatory zobrazeni
obvykle zn&ime pismeny, g, h, ... . Plati tedy

xOADyOB= f: A~ B={( x yO A B. (23)

MnozinuA budeme nazyvatzorovou mnozinouzobrazent,
mnozinuB obrazovou mnozinou Prvkyx mnozinyA pak nazyvame
vzory. VSechny prvkyy mnozinyB, jez maji suj vzor ve vzorove
mnozirg nalezi do mnozinyH ( f ) O B, kterou nazyvameborem

hodnot zobrazenf. Prvky oboru hodnot se nazyvajirazy, nebo téz
hodnoty zobrazent.
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Podmnozinu vSech prukvzorové mnoziny, které maji §vobraz

v obrazové mnozi) budeme nazyvatefiniénim oborem zobrazeni
f, coz zndime D),

Zobrazeni nazvemajektivnim zobrazenimneboli
monomorfismem jestlize plati

O, vi] [ % ] O f:(x#% %= %z y). (24)

Zobrazeni nazvenmsurjektivnim zobrazenimneboliepimorfismem,
jestlize

OxOA: H( f) = B. (25)
Je-li zobrazeni injektivni a zaravsurjektivni, nazyvame jej
bijektivnim zobrazenim neboliisomorfismem

Zobrazeni nazvemeflexivnim, praw kdyz plati
OxOA:[x {0 f: A~ E (26)
Zobrazeni nazvemsymetrickym, praw kdyz plati

O[x,y|0 f=[y, YO f (27)
Zobrazeni nazvemaverznim a zn&ime f ™, praw kdyz plati
D(f7)=H(f),H(f)=D(f),x=f"(y) = y= f(X.(28)
Jadrem zobrazeni nazveme mnozinuib@zv. koireni)

kerf =OxOA: f(A- B)=0 (29)
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Funkce coby specialni druh zobrazeni

Funkci nazveme kazdé zobrazeni, pro které plati

Ol ][ % %] O F:( %2 %= x# ). (30)
Pronennéx, ze vzorové mnoziny, nazyvamezavisle pronénnymi,
proménneéy z obrazové mnozing, na které se nanigs islusny
operatorf zobrazuji nezavisle prafinné, nazyvameavisle
proménnymy.

Piiklad 2

Necht A=(0,2),B=(0,4 anechi f=x’. Pak graf fislusné funkce
f (A - B) znazofiuje nasledujici obrazek

Obr. 3

Vidime, Zze nezavisle prafnnymi jsou vSechnéisla z intervalu
A=(0,1) a podoba, zavisle prordinnymi jsou vSechnéisla

z intervaluB =(0,4). Jedna se tedy o epimorfismus.

Paritou funkce rozumime vlastnost generovandegpisem

OxOD( f): f(=x)=(-2)" f(x). (31)



Je-lik sudé&islo, pak specietplati
OxOD( f): f(=x)= f(x)

a paritu takovéto funkce nazvermadou

Suda funkce je generovana happeratoremf (x) = .

Je-lik lichécislo, pak plati
OxOD(f): f(-x)=-f(x

a paritu takovéto funkce nazvetEhou.
Priklady operatal generujicich liché funkce jsoteba

f(x)=x f(x) =X, f(@:%,

a jiné.
Funkci nazveme@eriodickou s periodoup, jestlize

OxOD( f):x+ pOD( f)O f(x+ p= f( X.

(32)

(33)

(34)

(35)

Priklady operatal generujicich periodické funkce jsou hap

. iX e—ix
f = = ’
(x) =sinx >

a mnohé dalsi.

(36)

17
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Inverzni funkce a jeji vlastnosti

Dle definice inverzniho zobrazeni ziskame invefankci vzajemnou
zanmenou zavisle a nezavisle prémmé. Poznamenejme, Ze k existenci

inverzni funkcef ™ operatoru je nutnou a postaijici podminkou, Ze
operatofif je bijektivni.

Piiklad 3

f(x)=X 1=y, (37)

(38)

Formalnim pejmenovanim zavisle a nezavisle peome nyni
ziskame d¥ funkce

y=+ 1 (39)

1-x

které dohromady twdinverzni zobrazenf ™ k funkcif. Poviimgme

si, Zze zobrazeni ( 39 ) jako celek neni funkcipjkladna a zaporna
komponenta (kazda odlén¢) vSak ano. Je toidledkem zjevné
skute&nosti, ze gvodni operator ( 37 ) eviderdtmeni bijektivni
(neba’ nesphuje kritérium injektivity).

Graficky tvai inverzni zobrazenf ™ vzdy zrcadlovy obrazgwodni
funkce f , vzhledem k diagonalé (x) = x.
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Otoceni kolem diagonaly ma zajimavysiedek pro jadro zobrazeni.
Nalezneme-li totiz funkcd, ™, které dohromady t¢oinverzni

operéatorf ™ k operatord, pak jadro operatorijje mnozinou
kerf ={£7*(0)}. (40)
Piiklad 4

Hledejme jadro operatoru ( 37 ).

Re3eni

Protoze jeho inverzni operator ( 38 ) jsme jiz plalstati dosadit za
jeho nezavisle pro#mnoucislo 0 a dostavame

=t L = 1 (41)
J1-0 ' -1
Hledané jadro je tedy mnozinouikni
x> -1
kerf (x) = ker—=={1-1} (42)

X



Shrnuti uc¢iva

Na nasledujicich diagramedh A - B) si mizeme prohlédnout
jednotlivé vySe probrané typy zobrazeni

Obr. 5
A B
® \ injektivni
0‘ ]

surjektivni,
neni funkci
bijektivni
bijektivni
inverzni

surjektivni
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Piiklad 5:

Mgjme zobrazenff (R - R) generovana nasledujicimi operatory:

f,(x) =% +2%,

f,(x)=sinx

f,(x) = cosx (43)
f,(X)=+/x+2

fo(x) =2x+1

Prirad’te k jednotlivym zobrazenim ( 43 ) nasledujicilaity
1) Surjektivni

2) Liche

3) Sudé

4) Injektivni

5) Bijektivni

Upozoiujeme, ze kazdému z uvedenych zobrazeni vyhovéa)& pr
jeden z atribui.

Operace komposice funkci

Mg&jme funkce f (x), g( x). Operaci

(feog)(x)=f(g(x) (44)
nazyvame komposici funk€ag v tomto pdgadi.
Priklad 6:

vypactéme operator komponovany z nasledujicich funkci

f(x):sinXo\/;(o(l— x2)oln>< (45)
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Re3eni

f (x) =sinuo+/vo1- W o Inx (46)
kde

u=+v, v=1- W, w= In x (47)
Mame tedy

f (x) =sinv1- I’ x. (48)

PovsSimriEme si, Zze operace komposice funkci je obBecn
nekomutativni, tj. oft zavisla na piadi.

Elementarni funkce

V tomto oddilu si ukazemergkvapujici skuténost, ze &koli Ize
napsat neomezené mnozstZnych operatdt, jejichz pisobenim
vznika nekon&né mnozstvitiznych funkci, vSechny operatory lze
S pomoci operace komposice, inverze, (a s&am elementarnich
operaci znamych ze zakladni skoly, jakodgeami, oditani, nasobeni
a Eleni) vytvait z jednoho jediného zakladniho operéatoru

expx = €, (49)

kde konstanta je tzv.Eulerovo ¢islo (viz dale (117 ) a ( 245)).
Tento operator je pro matematikiepreé tim, ¢im jsou pro fyziky
elementarnéastice. Ba jestvice, nebd tu skuteéné jedinou,
nejzaklad#jSi ¢astici, fyzika dosud nenalezla.



Leonhard Paul Euler (1707 — 1783)

Abychom pochopili jak je to moznéfipomeime si zde kratce
definici logaritmu:

a=log, X = Z = x (50)
VSechny zname funkce jsou uteay z jednodusSich funkci typu

Inx, log, x, &, X, sinx, cosx (51)

23

a podobnych. #pomaime si, Ze logaritmus naturalis se logaritmuje

pri zakladue, tj. In x=log, X, u dekadického logaritmu je zakladem

¢islo 10, které se vSak explicitmeuvadi, tjlogx = log,, X.
Funkceln x je inverzni k elementarni funkexpx, neboli

Inx=exp*x. (52)

Funkcilog, x z ni mizeme jednoduSe utiiblogaritmovanim:
x=a>»" =In x=In log, xn &, (53)
odkud jiz dostavame

log, Xx=—. (54)



Podobnr
a=d"?,
odkud

xIn a

a“=em?
nebo obracehn

a aln x

X =€

Klasifikace funkci

Funkce

I I
Transcendentni Algebraické
I

24

(55)

(56)

(57)

I
Iracionalni

Racionalni

I
Polynomické

Okoli bodu

Véta o okoli sodtu bodi

I
Racionalni lomené

K libovolnému okoliU bodulL + M existuje takové okold; boduL a

takové okoliU, boduM, ze

Oydu, 00z0OU,: y+ 21 U.

(58)



Diikaz
Necht U méa polondr r, tj.

U=(L+M=r,L+M +r).

Polozme

Ulz(L—L,L+Lj,
2’2

u, :(M ~Lm +r—j.
2" 2

Necht y=U,, z=U,. Potom

r r
L-—<y<L+—,
2 Y 2

M-L<zaM+_.
2 2
Se&tenim oboudchto nerovnosti mame

L+M-r<y+z<L+M+r,

neboli

y+zOU.

Véta o okoli sodinu bodi

(59)

(60)

(61)

(62)

(63)
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K libovolnému okoliU bodulL [M existuje takové okoliJ; boduL a

takové okoliU, bohuM, ze

OyOu, 00zOU, : ytoz1 u.

(64)



Diikaz

Nejprve je dobré si wdomit, ze
xO(K=r,K+r) < [x=-K]|<r.
Neclt

U=(LM -r,LM +r).

Polozme dale

o r
r°‘”"”[r+|L|+|M|’rj’
L =(L=rp,L+1y),
, =(M =ry,M +r).
Zjevre plati
OyOu, 00z0U,:|y- U< gO/z= M< ¥,
Potom
lyz— LM|=|yz= yM+ yM- LM<| § 2 NH| M ¥ |

<|y| ro+|M|r0:(|y—L|+|L|)ro+|M |r0<

<(r0+|L|)r0+|M |rO:(r0+j_|+]\/I |)roS
r

<+ M ) (M )=

Tedy skuténg

Oydu, 00zOu, : yt21 U

(65)

(66)

(67)

(68)

(69)

(70)

26
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Veéta o okoli podilu bod

Necht M # 0. Potom k libovolnému okold boduﬁ existuje takove

okoli U; boduL a takové okolU, bohuM, ze

OyOu, 00z0U,: 20U, (71)
Z
Diitkaz
Nech’
U:(L—r,iﬂj. (72)
M M

Polozme dale

r,=min |M| ™
: 2 "2(|L[+[Mm]) )

U, =(L-r,L+ry), (73)
U,=(M =ry,M +r).

Zjevrg plati

OyOu,00z0U,:|y- U< gO|4=-|M|s| = M< g (74)
Podle ¥ty o absolutni hodnetrozdilu musi dale platit

M[-[7 <, (75)

neboli
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M| _ M|

4> |M[- 2 |m -1 = L (76)

Odtud a z ¥ty o absolutni hodnétsowinu a rozdilu plyne, ze

y_ lyM - Lz1

i o o 2 M=) 4=
M i -] UJ 2+ M| 1] 4

Wi
(77)
2 2(|L|+|M
< 2l ol - )< 20D
UM mz
CoME 2|+ M)
Tedy skuténg
OyOu, 00z0U,: Y 0u (78)

Z
Limita funkce jedné realné proménneé
Definice:

Nech’ all A je bodem funkcef (A - B). Potome-okolim bodua
rozumime interval bad

U,(a)=(f(a)-r f(a)+r), (79)

kder je libovolné realnéislo.
Podobr, o-okolim bodua rozumime interval bad

U,(a)=(a-s a+ 9, (80)
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kdes je opt libovolné realn&islo.

Poznamka:

Je-li hodnotd v bods a znamagasto namisto ozieniU, (a)
pouzivame ekvivalentni ozteniU, ( f (a)).

Pozorovani

Cislar as nejsou vzajemhnezavisla — jakmile zvolime jedno z nich,
druhé je pak jednozfieg urceno operatorerh

Definice:

Necht ald A je bodem funkcef (A - B). Potom redukovanym
&okolim bodua rozumime mnozinu interval

UE(a):{(f(a)—r,f(a));(f(a),f(a)+r)}, (81)

kder je libovolné realnéislo.
Podobr, redukovanynd-okolim bodua rozumime interval bad

Us(a)={(a-sdi(aar 3. (82)
kdes je opEt libovolné realn&islo.

Definice limity funkce v bod

Rikame, Ze funkcéma v bod a limitu L, coz zapisujeme symbolem

lim f (x)=L, (83)

X-a

jestlize k libovolnému okoll j(a) existuje okoli



U,(a)=(L-r,L+r). (84)
Priklad 1

Dokazme, ze funkcé (x) =2x-5 ma v bod 3 limitu 1.

Re3eni

Necht’

U,(3)=(1-r,1+r) (85)

je libovolné&-okoli bodu 3. Zvolme okoli

u5(3):(3—%,3+r—2j. (86)

JestlizexU;(3), znamena to, Ze
r r

3-—<X<3+—, (87)
2 2

neboli (vynasobenim @mi a odé€tenimcisla 5)

1-r <2X—5<1+r, (88)
coz ale neznamena nic jiného, nez ze

f(x)0U,(3). (89)
Veéta o jednoznénosti limity funkce v bod

Funkcef nemize mit vdaném ba@dvice nez jednu limitu

30
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Ditkaz

Dukaz provedeme sporemidépokladejme, ze funkdana v réjakem
bock a dwv¢ riazné limityL, M,L# M .
Zvolme takovéa d¥ okoli U, (a),U, (a) pro réZ plati

U, (a)nU, (a)=0. (90)

K okoli U, (a), respU, (a) existji okoliU; (a), respU; (a)
takova, ze

OxOUy (@), respOx0U; (&) :f(X¥0OU (g ,resp.f( 40 Y ( 3.
(91)
Potom ale

Ox0U, () n U, (a): 190U, (40 (0 U, (9=
= f(x)0{u, (a)n U, (a)} =0

Véta o limité sow'tu, sowinu a podilu funkci

(92)

Neclt binarni operator provadi gkterou z binarnich operaei,—,LV.
Nech’ dale existuji limity

lim f (x) =

L,
limg(x) = M.

X-a

(93)

Potom roviz i funkceh = f « g ma v bod a limitu a plati

imh(x)=lim( f(x)+ o( §)= L+ M=lim f()+lim o }. (94)

X—a X- a
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Dukaz

Nech U, (a) je libovolné okoli obraziL » M bodua,
U, (a), respU, (a) takova okoli obrazu, resp.M bodua, Ze

O(you, (a),z0U, (&) y» 2 Y( 3. (95)

ProtoZelim f (x) = L, existuje kU, (a) takové okollU, (a) bodua,

X—a

ze
OxOUy (a): f(xOU, (a). (96)

ProtoZe daldim g(x) = M, existuje kU, (a) takové okollU, (a)

X—a

bodua, Ze

OxOU; (a):9(X¥OU (4. (97)
Polozme

Us(a)=Us; nU, . (98)
Potom

xOUj(a):y= (90U, (A0 d JO Y (& (99)
Proto

ox0U5(): h()= 13+ d Y0 Y( 3. (100)
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Spojitost funkce

Heineova definice spojitosti

Heinrich Eduard Heine (1821 - 881)

Funkcef je spojita v bod c0 D( f) praw tehdy, jestlize pro kazdou
posloupnos{x,) v D( f) plati implikace

x, - c= f(x) - f(o. (101)
Véta o spojitosti sodtu, sowinu a podilu funkci

Neclt funkcef, g, jsou spojité v botic. Potom i funkceh= f » g,
kde g(c) #0, je spojita v bodc.

Ditkaz

Chceme dokazat, Ze pro kazdou posloupfmstv D( f < g) plati
%~ c= (= g)(x) - ( 1+ 9(9. (102)
Z predpokladu spoijitosti funkdiag v bock c plyne, ze

lim f (x,)=f(c)Olim g(%)= o 9. (103)

Xy = C % - C
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MuzZzeme tedy psat

im (feg)(x)=lim £(x)+ o(%)= f(9 d ¢=( + 9( $= O F

Xy —C % - C
(104)
Véta o spojitosti komposice funkci

Nech funkceg je spojita v bod ¢ a funkcef spojita v bod d = g( c).
Potom slozené funkce= f o g je spojita v bod c.

Ditkaz

Chceme dokazat, Ze pro kazdou posloupf®stv D( f - g) plati

X, » c=(fog)(%) - (fog(9. (105)
neboli

x, - c= f(g(x)) - f(d9). (106)
Z predpokladu spojitosti funkdiag v bod ¢ plyne, ze

lim f(x,)=f(c)Olim (%)= o 9. (107)

Muzeme tedy pséat

lim (f+g)(x)=lm f(x) o(x)= (9= { ¢=(* g( ¢= O F
(108)
Jestlize(x,) je posloupnosti \D( f - g), je rovrez posloupnosti v

D(g). Pro vdechnaON polozme

Y, =9(%,)- (109)
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Potom(y, ) je posloupnost \D( f ). Z predpoklad dokazované aty
plyne

(% —c=w%n=90%)- d9=490( y- &= { - (W=
=h(x)=f(g(x)) - f(d9)= K¢

Singularity funkce

(110)

Definice:

Body defintniho oboruD( f) funkcef nazyvameegularnimi body

funkce .
Body mimo jeji defingni obor, pak nazyvamangularnimi body
funkce f, nebo kratcsingularitami funkce f.

Typickymi priklady singularit jsou nuly ve jmenovateli raciomiéh
lomenych funkci (tomuto typtikamebodové singularity), zaporna
¢isla v odmocninach, nekladissla v argumentech logaritmapod.
(tento typ nazyvamspojitymi singularitami) . Standardni metoda
vypoctu singularit vede keSeni odpovidajicich rovnic (bodové
singularity)¢i nerovnic (spojité singularity).

Priklady.

Vypoctéte singularity nasledujicich funkci:

f (%) :@’ s( f)o{-5:3

X + 3. 3
f(x):|2x+1+|2i— -2 S( f)D{Z;_Z}
F(x) = 5+X2|_ Xil 3 s( f)of1+V5:1-V5:- 43



B X
fx)= X+2| | x-1
X+6| |[x—4

x> —x—-3
f(x)‘xz —2x+q—3’

o
)= -

f(x)=

2% +|4x+1

S Ix=2+x-1-2

_ ‘x2—3x+4+ X =2

f(x)

sinXx

 2Jx+ 18+ 4x— 3~ 1F

36

f(x)= ,
/7_X+3 /3+x_4
3+ X 71—
- 2
f(x) sin® x+ cog X

Y24+ x+/12-x- 6

f () ‘co§|x”
X) = ,
33x+ 28— x- 28- -

1

fx)= Ix+3-4/1- x -Jx-1

f(x)=({lx-7-3x-1 .
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f(x)=43-|2x+ 17, S( f) = (~e0;=5) O (~2;e0)
(

f(x)=n(x+1-x-2+|x-5-§). ()= (-4:8)
f(x)=In((x-3-[2x+1). s(1)=(~4:2)
()= 2-2°2) (1) =(~w;-3)
(=5 S( 1)0(-11:-2
o+
f(x) =20+ 3x-14, S( f)D[—g;zj
(i = e SR
()= X022 (1)0(-23
()= 2o S(1)=(237 (57

f(x):|n(5‘x+ 1+ 4"-1), ( f):(—oo;—lgl>D(—1;1)

X-1 2x+2



f(x)=In(2|x+3-10+ X),

f (x) :In(|3x—a—|2x— ?0

f(x)= 1 ,
\/6—x—m

X=5
X+1

f(x):In(4—

f(x)=|6x* -54-6,

f (x) :\/3x— 4-6-x,

f (x) :\/\/x2 —5x—24- x- 2,
f(x):ln(x—?;\/;(—4),

B 2X
fx)= 253 — 3x% — 3x+ 2’

_ X
f(X)_x“—x3+ = x+1'

X2 - X - x+3
f{x)= xX*+x2-20

5x3 — 4x% + X— 2

f(X):x?’(x3—7)—12(18+ x)’

38

S( f)=(1-V17-1+5)

s( 1)=(-1:1
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7X° 4 3
f = , S(f)0:L—;—
() 12x* — 25¢ + 25— 172 () { 3 4}
_ X A
f(x)_5x4—26x3+10x2— 26x+ ¥ S( f)D{5’5}
X=2 11
f(x)= , S(f)0932=:=
() 6X° —41X* + 97X — 9+ 4K— (9) { 3 2}
_ X log9
f(x)—33X_2_5X, S( f)D{|099— Iog5}
X
( ):51—x_7x—1 S( f) D{]}
f(x)= - s( f)0{g
27N+ 4+ 1@ - 2€
y Iogl70
t(X)= gz S( f)5<$>
4 )
X
f(X) = 22x+1+2x+2_16’ S( f) D{]}

f(x)= - ) s(1)0{-3]

3(4x+9x+1)_ {3:'4&1_ 4
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f(x)= X s( gl
EEFEAER
(S S( 102129892
SR et s(1)0{2-3
(= g s(1)013)
)= oo S f)D{%}
()= g SN0 S w2k + 2l
()= oo 1 ()0 {10
()= fog s( f)0f10.3
L s s yorvewrarie ki o0
f(x) A s( 1)o{7}




f(x)— X

f (X) = X
(log, C%)[IogX 3j _ '0@
3 9
f (X) = X
log x2°9V* + |ogl2 ~3
O
log —3Iogx—E 10_2| g
f(x)=———




Metody vypoétu limit funkci jedné realné proménné

V této kapitole si na celkem 50 modelovydiftkfadech
demonstrujeme hlavni postupy pouzivatié/pgpoctu limit.

Limity racionalnich lomenych funkci

3 2
jim X 2X +3X:Iim(x2—2x+3):3

X-0 X X-0

x> -1_ . (x+1)(x-1)

limZ—==lim =lim (x+1) =2

x-1 x—1 x-1 Xx—1 X1

lim - =lim (X+1)(X_l) =li x+1 :—2
122 =x=1 x-1(x=1(2x+ ) 12+ 1 ¢

Ix—>1 X2 —_ :|!<r—r]1 X2 —_ :“xrpl X —1 =
:Iirpl(x+2):3
3 2
— + —_—
lim = SX +5X 4:Iim (x2 — x+1) =13
X-4 X—4 X4

4_ — —
lim 2x' = X+ 3%~ X 3:Iim(2x3+x2+4x+3):10
X1 X—l X1

4Byl ye
im X =X+ X7 (23 -3¢ +6x-7) = -1¢
X—>_1 X+1 X—»‘l

42
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|im(X+l)5_(5X+ )_Iim X° +5x* +10xC + 10X2_
X-0 X5+X2 _x_>0 X5+X2 -
_ xz(x3+5x2+10x+ 1()
=lim =
X=0 xz(x3+1)
3 2
— lim X~ +5X 3+1Ox+ 1O:10
x=0 X +1
2 20 20
- X—2 X —2X+ Xx—2
Iim(xx):"m( XX)_

“2(-12x+16] 0 (X + dx— 16x+ 1§ )

iy 22T
Xﬁz[(x+4)(x2—4x+ 4)]
i [(x—Z)(x+1)]20 i (x+1)

G B
320 320 3 10
= 6LO = 210910 = (_2]

lim X3:2X2:4X+8:|im X(X2_4)_2(2X2_4) =lim (Xz_ 4)( X; a —
x-2 X" —8x°+16 X2 (x2—4) X2 (x2—4)

+1)(6x° + 5x+ 1 - 1 3 2
Iim(x ) x4 — lim &X +11X+6X:Iim(6x2+11x+6):6
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X+2 X—4
Im + =

x-1| x> =5x+ 4 3(x - 3x+ 2)
L 30D (x= A xr A+ (- A (x- 47 3¢ -4+ (x- 4
x-1 3(x-1)°(x-2)(x- 4 x-13(x=1)(x- 2)( x- 4
~ im 4 -8x+4  _ A(x-])
()24 T 3(x

Limity iracionalnich lomenych funkci

. Ax=-2 . Ix-2 . 1 1
im ———— =1Iim =lim ———=—
x-16 . /x — 4 x_)16(4/X+2)(4/X_ 2) X - 164‘/X+ 2 4

=0

«/1+ 2X =3 _ —jim 1+ X- 9 \5(+ 2 —jim 2(X_4) \/—X+ 2 _
XH4 Jx -2 x-4 X—4 J1+2x+3 x4 X—-4 J1+ X+ 3
2(Vx+2) 4

=lim =

x-4 J1+ 2X + 3 3

X x xz—x @ — x x+1 . x(x—l)(\/;<+1)
x-1 — X_'l\/;( 1&4.1 x-1 X—1

:Iigllx(\/;( +1) =2

i X72 . X=2 xt2+2_ . (X_Z)(VX"'Z"'Z)_
X=2 \/x+ 2 \/x+2 2 X+ 2+ 2 x-2 X—2
:||m(M+2):4

X-2
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X, 3 x+3)’
VXP43X N X

liIMm —— =lim —= =Ilim =

x-0 3/2X3_2X X_'0327X3_72 x- 00 (ZXZ_ZJZ
V x* X X

X+ 2T+ 27X
=lims =0
x-0 4(x4 - 2%+ 1)
pooox+l o x+l 10k x+3_ (x+1)(VI0+x+3
0 10+ x -3 *010+ x— 3/ 10r x+ 3 *-0 x+1

:Ixigg(\/10+x+3) =10+ 3
V1-2x-X —(1+ %)

1- 2x= X = (& N

lim =1lim =
-0 X <0 x| V1= 2x= % +(1+ ¥ |
~ fim —2x° = 4X _
O x| V1-2x— X + 1+ x}
_ -2(x+2)
=lim =2
20\1-2x= X + 1+ X
jm YLEXTVIZX (1+x)~(1=X) -

=0 YL x-Y1-x X*0(3'/1+x—\3/1— x)\/1+ x+v1- x
B 2x($/(x+ 1)° +YR -1+ J(x= ])2)
R 2x(\/1+ X++/1- x)

B R s

x-0 V1+Xx+4/1-x

_3
2
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I8+ 3 - X -2 3x— X

lim . =lim
X0 X"+ X =0 (x +x)[\/(8+3x xz) + X/ 8+ 3x— >5+4J
=Ilim (B_X)
xﬁox(x+1){§*/(8+ 3x- ><°')2 X8+ 3% X %
3—X

I

=lim =

XHo(x+1)[§/(8+ 3x - x2)2 + X 8r x- X+ Aﬂ

Limity goniometrickych funkci

Ze Skoly vime, ze v lim#t X —» O se funkcesinx stale vice podoba
funkci x (tzv. aproximace malych vychylek). Vskutku se dé&kem
snadno dokazat, ze

lim 2% =1 (111)
x-0 X

Diikaz

Obr. 6

tan x
sin X
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Z konstrukce goniometrickych funkci na jednotkovézici plyne
ziejma nerovnost (viz obr. 6)

: sinx
SinX< X< tanx=——, (112)
COSX

odkud vyalenim funkcisinx ihned dostavame

1« X o Lt (113)
SINX COSX

Zapisobime-li na celou tuto nerovnici limitou- 0, dostdvame

1< lim——<1, (114)
x-0 SN X

odkud a z ¥ty o limit¢ podilu, jiz plyne dokazovana rovnost.

Uvedeny dkaz je jednoduchymifkladem aplikace tzvsandwich
teoréemu, o kterém budeme jeShovait za chvili, v samostatném
oddilu. Ziskanou limitu vSak vyuzijeme jiz v tonmaddilu k vypd@tu
celérady fiznych limit.

limcosx tanx= limsinx= .
Vs T

X—o— X —

2 2
lim xcot(ax) = lim limcos( ax = lim— = L
x-0 x-0sin(ax) x-0 x-0ax @
iim 1-cosx _ im 1 coéx —iim sifix _
0 x*  x-0x(l+cosx) 0 X(H cos)

. 2
. sinx ) .. 1 1
=lim| —= | lim ==
x-0\ X x-01+ CcOosSx 2
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SinX —SinX
. tanx—sinX _ .. cosx . SINX— SINX COoX
lim — =lim _ =| =
x-0  gin® X x-0  girf X

x-0 cosx(l— co$ x) -

_im sinx(1- co) iim sinx o
x-ocosx(1- cos)( & cox) x©° cof +L cop

sinx .
: ——— -=sinx ,
. tanx—-sinx .. . sinx(1— cosx
lim = lim £OSX =lim ( )

x-0 sinx[sirf X qusianl:osx( T+ cos )

_ im (1- cosx) _im 1 1
xocosx(1- cox)( & cos) x-0 cof +l cop

1-coq )+ taﬁx_Ii

x-0  sin®x

. 1-co€ x+ siff x+ taAXx
lim : m _ =
X0 XSin X X0 XSin x
-2
. sin? x
_ 25|n2X+cos’-x _ sinzx(2co§ X+ ;L
=lim _ =lim _ =
X0 XSin X x-0  XSinXco$ X
. sinx,. 2coéx+ 1
=lim——Ilim — =3

x~0 X x-0 COS X

iim sin(2x)— cos( 2<)— 1 2sinx cos<—( 2 COSX— )1— i

_ =Iim _
x-2 COSX — SinX x-% COX— Sirx

— jim 2SiNX COX— 2C0SX _
T

x- COSX — Sinx

= lim 200 smx—. cos] =lim (-2cosx) = -2
T COSX— Sinx "

X o —
4
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. 1-coSx . + codx . (1- COSX)( I+ cox+ CC?SX)
lim — =lim _ =lim : =
x-0 xsin(2x) x-0 2XSiNX COSX  *-0 X SirK cox
I' (1— cos x)(1+ COX + C(fsx)
=lim =
-0 2xsinxcosx( ¥ cox
I' sinx(1+ COSX+ co%x)
=|lim =
x-0 2xcosx( B cox)
_ jim SINX 1+ cosc+ cosx _3
<0 x x-02cosx( B cox) 4
. tan®x-3tarx . taAx- 3tax . (ZSinZX‘ 3CO§X) SIrK
lim =lim ”\/_ =lim : =
-3 co{x+gj 5= CoSX~ Lk 5 (\/“S’COSX_ smx) COSX
2

(1 4.c0$ x) Sirx
(fcosx smx) cOSX
i 25inx(1— 4co§x)(f3003+ sin) _

o co§x(300§x— siﬁx)

= I|m

i 2sinx(1- 4co$ x)(f3 cos+ sirx) )
- XIEZT -cos x( 1- 4co§x)

| Zsinx(\/_?) cosc+ sirx)
=lim

=24
- —cos' X
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Nevlastni limity a limity v nevlastnich bodech

Definice:

Nevlastni limitou rozumime limitu funkce vé&kterém jejim bod,
jejiz hodnota lezi weo nebo—oo. Typickym @ipadem, kdy toto
nastava, je &éleni realnéhdisla nulou, jez vede v limiitvzdy ke
kladnémugi zapornému nekoeému vysledku.

Nevlastnim bodemlimity rozumime bod wo nebo—co, v iémz
pacitame limitu dané funkce.

Priklady vyp@tu limit v nevlastnich bodech

O 2X%+1 2+x2
im ————=Iim =2
oo Xt =3x+2 xe, 32
X X
1+ 2+ 5
| x2+2x+5_Ii x 2 ?_0
X — 00 3 _XHOO -
x> +1 1+13
X
s 4,2
| 3 —4X° + 2 i x X _3
o 7 -5x¢-3 xw_ 5 3 7
7+2-2
X X
. x> +1 X e
im————=lm——"—-=
e XS +2X+3 ey 23
X X

Posledni limita je tedy limitou v nevlastnim lgcalzarové i nevlastni
limitou. Na zaklad vySe uvedenychifkladi mizeme vytvéit obecny
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zawr ohledrg limit racionalnich lomenych funkci v nevlastnich
bodech:

.0 pro m<n

) :
Iimalxm+a2ij M P pro m=n (115)
X 00 blxn+b2){11+...+|q

‘0 pro m>n

Analogicky za¥r mizeme dinit i pro limitu obdobnych funkci
v opa&ném nevlastnim bad

. 0 pro m<n
ax"+a X"+ 4+ '
XILrpwatl)an+Z)€_l+."+§”:--- % pro m=n (116)
.m-n>0 sudé
+00
‘m-n>0 liché
Poznamka

Také Eulerovaislo je definovano jako limita v nevlastnim god

e:nm(uljn. (117)

n-o n

Vztahy (115), ( 116 ) dovoluji ifpact urcovani limit v nevlastnich
bodech vSech racionalnich funkci postupovat mnotyeimeji.

Priklady:

im{ —X_— X ojm_ X*X _1
ool 22 =1 2X+1) x-o AP+ - =1 <




- (2X—3)20(3X— 2)30 i ( 2)()20( 3)() 30:”m ( 39 30:(§j30.

e (2x+1)” e (2x) o

Analogickych postup vSak lze pouzit téz pro vypet limit
iracionalnich polynomickych funkci v nevlastnichdiech:

lim+/x?+1 - x=Ilim ! =0

X-e o X2 +1+ X
2 1
| X 2x-1_, 31+x2_x3_
X— 00 X+ 2 X— 00 1+g
X

3
\/ +3X I' 1+x 1
*°°\3/2x 2x 7l 2 2
2
X

R

Y S - N NG x X
LITo4 4 5/ 4 :uTo 1 1 1 =1

\/x +1-IYX' +1 </1+4 \/+

X X X

_1

3
. X . =X
Ilm( . —xj:hm =lim —X_=0

x—o| X°+1 x- X° +1 X~°°1+i
2

X

) i X ) 1 .
lim (\/x2 + X — x) =lim \/27 =lim N =,
X — o0 X—>00+ X— 00 .

+/ X2 + X+ X i/1+i+1
X

8 Nk
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lim (\/x2+x+1—\/x2— x+1):lim (X +X+1)_(X2_ X+1) =
X o X2 4 X+l = x+1

: 2X . 2 .
=|im =lim =

o 4 X%+ x+114/ X — x+1 X*°°+\/ 1 1 \/ 1,1

1+ + =+ [1-—+= -1

X X X X

U poslednich dvou limit si povSifime, jak se rfni znaménka
odmocnin i samotného limitniho bodu kigmacE, Ze limitu p&itame
v zaporném nevlastnim b&dledna se o specialiipad substituce,
0 niz obecyji pojednava hned nasledujici odstavec.

Substitwni metoda vypétu limit

Metodu si demonstrujme na nasledujicich jednodutipiikladech:

5

3/,3
xX°+2x-1 .
I < = 3I|m w= Ilim_ u®=lim u’=32
X — 00 342 x—1 2 _i u-2

. T . T T
Im(1l-x)tan|l —x|{= lim ytan ———vy|=
im(1-x)tar| Zx]= im yta 77 ]
. JT T TIT T
Sin— coS—y— Sin-y COoS-
=limy 2 2 2 2 _
=0 JT JT I U TT
COS— COS-Yy+ SiA- SiA-Yy
2 2 2 2

cosgy I—Ty cosgy
—limy—2" =lim—2_fm—2"=2
y=0 /4 y=0 . JT y=0 T T
sin—y sin—y —
2 2 2



. . sinx 1
im| tanx+ - = |lim + - =
Vi Vi
- N x-2 cosx 7t
2 2

ysin( y+ ﬂj + co{ y+ ﬂj
2 2) _

y:x—’—quo yCOS()H‘]ZTj

=lim
y—>0

=lim
y-0

=lim
y—>0

. T T T .
y(smyco&z+ cos/ S|F5j+( o0} cezs+ sin

7T
SN
zj:

T T

y| COSy cos-+ Siry Sif-

osyeody+ sy i
_ycosy- siny_”m_ COSy— Yy Siny- coy_

ysiny y-0 siny+ ycosy
ysiny —lim siny+ ycosy _
siny+ ycosy v-0 2c0g/— Yy COY

0
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1-sinx cog X
lim 2 =lim 2 -
X-7T X X 'X X=7 X -X x
cos_| cos. — sin. cog| ces— sl +1 si
2( 4 4) Z( 4 ‘J( Za
X
coS~
=lim 2 -

X-TT X = X 1 X
cos_——sin || ¥ sin:
[ 4 4j( Zj

X X . X
COS—| COS-+ Sin-
i 2( 4 ‘J
=|im

X*”(COSZX_ siﬁxj( i sil%xj
4 4 2

= i Cod oy siy)

=7 (cog y - sirt y)( ¥ sif 3))
=lim cod )( coy+ siny =
v-2 cos( )( + sif 3))
. (cosy+ siny) 1

y-r (1+sin(2y)) 2
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Iimxz(l—cos1 cosgj: Iim><2£1— CO‘S]:\/ césrl— S%H}J:
X o0 X X | xeo X X X

=lim x? (1—\/00341— co§E siﬁ—lj =

X X X X

1-/cod y— cody siny _

= lim

y=§~0 y?

1—\/coé1 y— co%y( + co%y)

=lim 5 =

y-0 y
~ lim 1—\/200§2y— co8y _

y-0 y
_jim1Tcosy c8(2y) . 1 _

Y=o y* =01+ Cosym

1. 1-cos y( - 2sin y) ~

ZEIJTJ 7
1. (1— cos y)+ 2co8y sihy
=—Ilim 5 =
2Y-0 y
. 2
:llim(ﬂJ Iim(1+20052 y):—3
2 y-0 y y-0 2

Sandwich theorem

Tuto metodu jsme jiz naztidl pii vypoctu veledilezité limity
|iI’T(1)%. Zde si nyni podrohiji ukdZzeme jeji princip naifkladu
x=0 X

vypaoctu dalSich dvou naprosto &tivych limit, se kterymi budeme

pracovat v nasledujicich kapitolach. Jedna se iyiim

im "X i &1 (118)
x-1x—1 X-0 X
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Zapaneme konstrukci prvni Z¢hto limit: z vlastnosti firozenych
logaritmi ihned plyne nerovnost (viz obr. 7)

OyO(L,0):Inys y-1. (119)

Zavedeme-li substituck = —, dostdvame zcela analogicky (viz obr. 7)

(120)

f(x) =1/x-1

1 1\

f(x) = In (1/x)

Jelikoz
1

In==In1-Inx=-Inx, (121)
X

dostavame z ( 120 ) nerovnost

Ox0(1,00) :—Inxsi— :B,
X X

(122)
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neboli, srov. (122 ) se (119),

Ox0(1,0) XL ke x-1. (123)
X

Vydélime-Ili posledni nerovnost vyrazert1, ziskame nerovnost.

< MXoq (124)

Ox0(1,00) : 1

X | =

Provedeme-li analogickou Gvahu fdrtxJ(0,1), dosgjeme obdobnou
sekvenci krol k zawru, ze

0x0(0,0) =< X <1 (125)
X Xx-1

Protoze ale

.1

lim—=1, (126)

x-1 Y

mame tak vySébvanou funkci seenu jako Sunku v send¥j mezi
dvé housky, reprezentované jinymi funkcemi, ktere rshpdné
limity. Limita hledané funkce tak nema nikam Ungunusi pro ni
platit

fim AN X =1 (127)
x-1x-1

Provedeme-li nyni substitugi= €, coz je regulerni, nelfo
OzOR:€0RT, (128)

muzeme limitu ( 127 ) fepsat do tvaru
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lim—<_ = lim —%— =1, (129)

Proto roviez

z _ lim1

imE togm ot o em g (130)
z-0 7 z-0 Z lim Z
ee-1 z-o0¢e-1

Predehra k diferencialnimu pdtu funkce jedné realné pronénné
Derivace, diference a diferencial funkce

Obr. 8

f(x)

f(Xo)

Definice:

Uvazujme funkcf. Smernici tecny grafu této funkce vdakém bod
Xo hazvemelerivaci funkcef v bod x,, coz znaime f'(xo).
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Pti konstrukci derivace zmeme nejprve konstrukci@e s, podle
grafu 8, kterou jsme zde ozfila cervenou barvou. Jeji smice je
ziejme dana vyrazem

A (%) _ F(¥)=f(%) (131)

AX X= X%
Vyraz
AF (%) = f(x))(:;o()%)Ax (132)

nazyvamaiferenci funkcef v boc x,.

Z grafu 8 je rejmé, ze polozime-li\x — 0, za&ne nam zkoumana
s&na splyvat s hledanoudteou. Limitu Ax - 0 ozn&ujeme podle
Leibnize jakodx, ji odpovidajici diferenci pak analogicky jakib .
Priklad 1

Vypoétémez derivaci paraboly = x°.

Reseni

W [ H v e 2 .
Zmeni-li sex nax + dx, zmeni sex? na(x+ dx) = f+ df, neboli

f+df:f+3—fdx:(x+ d)’= %+2 xdr . (133)
X

ProtoZe alef = x*, mame rovnost

3—fdx:2xdx+ d% = df2 # dk (134)
X

Vydélenim této rovnice vyrazenix odtud dostavame
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ﬂ:2x+dx. (135)
dx

Protoze aledx — 0, mame konéné

ar = 2X. (136)

dx

Protoze V)’/razi:—]c je Z'ejme snernici teiny grafu funkcd v bock x, je
X

tudiz totozny s hledanou derivaci funkce

f':ﬂ:ZX. (137)
dx
Pozorovani

Prelozime-li vySe naziiany postup do jazyka limitiejde rovnost
( 131) definujici sr@&rnici se&ny grafu funkcd v bodechx axy, na
rovnost

()~ (%) (138)
dx % X=X

definujici snérnici tecny grafu funkcd v bodk X, (k €muz jsme boc
nekonéng priblizili).

Diference funkcé v této limi€ pak gechazi v tzvdiferencial funkce
fvboE X :

af (x) = lim - )7 T00) e () o (139)

Poznamka

Derivace funkce vice promnych f = f (x,y, z...) zna&ime
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o o ot (140)
0xX 0y 0z

a nazyvame jparcialni derivace funkcef podle prongnnych
X, Y, z,.... Vznikaji obyejnym derivovanim funkckvzdy podle

promgnné uvedené ve jmenovateli (na ostatni gmamé dana parcialni
derivace nefisobi, takze se vzhledem k derivovani chovaji jako
obycejné konstanty). Alternativnim oz&enim parcialnich derivaci
(140) je

VN IV (141)
Derivace sodinu funkci
Maji-li funkcef ag v bod X derivaci, ma v tomto badderivaci i

funkceh = f [g (plyne z ¥ty o limit¢ solinu) a plati:

(>99(>) f(a<)daa<)
U ——
im £ (x)9(X) - (>s)9(>§+ f( )H (¥ 68_

= I|m
X—

il ~
:'x‘f?og(x)f(xl:;(y”)“m () 2318
:9(><0)Ixip;,0f(x))(:;(xo)+ f(o)im o 3(: )Qé( %) _

=9(%) f'(%)+ f(%) d( %)-

Derivace podilu funkci

(142)

Maji-li funkcef ag v bodk x, derivaci a je-lig(%,) # 0, ma v tomto

bod derivaci i funkceh = f (plyne z ¥ty o limité podilu) a plati:
g
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oy D) =h08) oy d )
e
i £0990%) = () o9 _
% g(x) g(%)( x %)
i 200 906) = F06) Al )+ (%) d ¥)- (9 § X
S g(x) 9(%)( x x)
. f(x)= (%) g(¥- o x))_
_lxlmog(X)g(%)(g()%) X % ~ o) x ¥ ]_
)

__ 1 m )= F06) i 8007 8(%) |
—92(%)(9(&)1% o Oelim = ]
_9(x%) f (%Z- f( ) d( %)

o) (143)

Derivace komposice funkci

Maji-li funkce g derivaci v bod %, a funkcef derivaci v bod
U, = g( %), pak slozena funkck = f o g= f( g) ma derivaci v bo#

Xo (plyne z \éty o limit¢ komposice) a plati:
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Derivace inverzni funkce

Ma-li funkce g(x) = y derivaci v bod xo, pak funkce k nf inverzni
g7 (y) = x ma derivaci v botly, a plati:

Ay — lim g_l(y)_ g_l( 36) = lim X~ % =
(g )(yO)_)I,ﬁy0 Y=V, 9(>|<)H9(>6) g(X)—g()é)
= L = 1 - -
i 90)=a(x%)  g(%) g(g*(w)
X=X X=X

(145)
Po formalni zarn¢ zavisle a nezavisle pramné odtud dostavame
uzitetny vysledek:

(07 (%)= - (146)

Piiklady vyp@tu derivaci

Demonstrujme si nazogrpouziti vySe odvozenych vztaljpro
vypacet derivaci Bkterych zakladnich funkci. Zapeme funkci
elementarni:

] X _ —X _ —
(e%) =1im £ € _ime £ Tl fim Oé—lz &
% X=X b X— % F(x%)-0 y

(147)
V predchozich odstavcich jsme si ukazgktere unikatni vlastnosti
elementarni funkce. Zde jsme byli pggxmedky dalsi z nich —
elementarni funkce je sama saterivaci. Jinymi slovy, {ssobenim
derivace na elementarni funkci se tato nijak nggm
Zkusme si zderivovat dalSi funkci:
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X X
In— In—
(Inxo)':IimM:Iim—)%:ilim % 1y, My 1
X=% X=X, =% X— X% >6xwl_1 )Sy:%ql y1 X
X
(148)

Uvédomime-li si, Ze funkcén x je zarove inverzni, k funkcie®,
muzeme dos§t k témuz vysledku kratSi cestou za pomaaty\o
derivaci inverzni funkce

(|nx)’:i’:_:—:_, (149)

kde nyni jiz stai jen dosadit za konkrétni bod, a mame shodny
vysledek.

Vyzbrojeni arzenalemipdchozich znalosti nyni jizideme derivovat
dalSi a dalSi funkce zcela mechanicky gkalika malo krocich:

Ina xIn a’

(|ogax)':('”xj’— 1 (150)
) =(e) =(&) (an § = 82= @@= _ ¢ (151)
(dn ¥

(ax)' :(ex'“a)' :(é‘)'( XN a) =dn & &% & 4 (152)

(sinx) { } = (¢ + €)= cos> (153)

(cosx)' :{ei“re_ix} :—%(éx—e“x):—sin) (154 )



(tanx)' :(sinxj' _ cosx( sinx)' ~ sinx( cos<)' _ cog x+ Sif X _

COSX co$ x COSX
= coizx =1+ tarf x
(155)
(cotx) :(cosxj' _ sinx(cosx) - co( sin __sifx+ codx_
sinx Sirf x sif x
= _sirfz v —1-cof’ x
(156 )
(arcsinx) = 1 = . 1 __ 1 (157)
(siny) ©€OSY y1- sify V1=
arccox) = - = = __ (158)
( ) (Cosy)’ S|ny \/]Togy / 1_ X2
[} 1 l l
t = = - 1
(arctarx) any] Drtaiy ¢ (159)
r _ 1 _ l _ 1
(arccob) = ' 1+cofy 1+ X (160)
(coty)

Kde posledni 4 funkce jsme derivovali pomo&iywo derivaci
inverzni funkce.

Pozorovani

Z definice derivace funkce coby 8mice te&ny grafu této funkce
v daném boé& plyne nasledujici pozorovani:
Nectr ma funkcef v kazdém bodlintervalu(a,b) derivaci ¢ikame,

Ze je na tomto intervalspoijité diferencovatelng. Jestlize
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OxO(a,b): (>0, resp.f( X< (161)

je funkcef na celém tomto intervalu rostouci resp. klesajici.

Piiklad 2

Urceme, v kterych intervalech roste a v kterych kkes&ce

f (x)=3x" - 4x - 36X.

(162)
Re3eni
£'(x) =12(x* - ¥ - 6X) = 12¢ x- J( » 3. (163)
Nulovymi body funkcef' jsou tedy
L, =-2,
L, =0, (164)
L, =3.

Tyto body @li funkcif na 4 intervaly, ve kterych ma vzdy monotonni
prabéh:

Tabulka 1

Z uvedené tabulky jergjmé, ze

Ox0(=2,0)0(3w) :f'(x)> 0,
DxD(—oo,—z)D(o,gg :f’(x)< 0 (165)



Protof roste na intervalec-2,0) a(3,») a klesa na intervalech
(-,2) a(0,3).

Diferencialni pocet funkci jedné promeénné

Prvni Bolzanova ¥ta

Bernhard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781 — 48)

Nech funkcef je spojita v bodc a necli f (c)>0 resp.f(c)<O.
Potom existuje takové okdll ;(c). Ze

OxOD(f): xOUs(c)= f(g>00 f(g<O0. (166 )

Ditkaz

Polozme

Protoze

lim f(x) = f(x), (168)

X= %)

68
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existuje k okoliU, (x,) takové okolU,(x,), ze

OxOU,(%): f(X0U(%)=( f(%)- 1 f( %)+ 1), (169)

neboli

OxOU,(%): F(X)> f(%)-r= f(%)- f(zxo): f(XO)>O.

2
(170)
V pripack, zZe f (xo) <0 se dikaz provede zcela analogicky.

Druha Bolzanova vta

Je-li funkcef spojita na intervalya, b) a plati

f(a)>0> f(b), resp.f(a)<0< f(b), (171)
potom
(% O(ab): f(%)=0. (172)
Diikaz

VySetime teba pipad f (a) >0> f(b). Ozn&me
M ={xO(ab): f(¥Y>0}; x=supM. (173)

Dle prvni Bolzanovy #ty je funkcef kladna na jistém pravém okoli
bodua a zaporna na jistém levém okoli bdduOdtud a z definice

suprema vyplyva, ze, 0(a, b).

Dale musf bytf (x,) =0, neba skut&nost f (x,) # 0 by dle prvni
Bolzanovy \ty vedla ke sporu sipdpokladem, Ze, = supM .

V ptipac f(a)<0< f(b) bychom v dkazu postupovali obdokn
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Welerstrassovadia

Karl Theodor Wilhelm Weierstra (1815 — 1887)

Jestlize je funkcéspojita na intervaILQa, b}, potom existujtisla
min f ((a,b)), maxf({ab). (174)

Ditkaz

Dokazme nap existencimax f ((a b)) .
Zvolme tedy posloupnogty,) O f ((a b)), pro kterou plati:

y, - supf({ab)). (175)
Zvolme dale posloupnosk, ) C(a, b) takovou, Ze
OnON: f(x,) =y, (176)

Z posloupnost{x,) vybereme konvergentni podposloupnpst)
takovou, ze

X, - cO{ab). (177)

Odtud a ze spojitosti funkdes bock c plyne, ze
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f(x.)=% - f(9. (178)
Porovnanim (178 ) a ( 175 ) obdrzime rovnost
f(c)=supf((ab)). (179)
Jelikoz vsak také

f(c)Of((ab), (180)
plati dokonce

f (c) =maxf((a,b). (181)
Existencemin f ((a,b>) se dokazuje obdobn

Rolleova vta

Michel Rolle (1652 — 1719)

Neclt' f:(a,b) -~ R je spojita funkce, diferencovatelna na intervalu
(a,b). Nectr dale f (a) = f (b). Potom

é0(a,b): f'(£)=0. (182)
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Dukaz

Funkcef je spojita ng(a,b) a proto zde dle Weierstrassowsty
nabyva lokalniho maxima i minima.

a) Neclt
OxO(a b): f( ¥ = konst> f( X=0, (183)
takze
0&0(a,b): f'(£)=0. (184)
b) Nech
¥ O(ab): f(&)# f(a)= f(b). (185)

Funkcef pak musi nabyvat alespgeden lokalni extrém v bed
£0(a,b) a proto opt plati f'(&) =0.

 1(a)=f(b)
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Cauchyova vta

f:(ab) - R,
e (186)

g:(ab)

jsou spojité funkce, diferencovatelné (@ab).
Neclt dale

OxO(a,b): dg( ¥ #0. (187)

Potom

(e L) () ()

(188)

Diikaz

a) Ukazeme nejprve, zg(a) - g( b) # 0. Dikaz provedeme
sporem. Kdybyg(a) - g(b) =0, tak by platilog(a) = g(b) a
dle Rolleovy vty by (¥ 0(a,b): g(&) =0, coz je spor
s predpokladem Cauchyovyéty.
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b) UvaZujme nyni funkci

h:(ab) - R:H(A=( (8- () d ¥-(¢b- 6B )

(189)
Je to spojitd funkce diferencovatelna(@ab), kterd ma
nasledujici vlastnosti:

h(a)=(f(b)- f(a) Aa-(dB- 4 & { =
f(b)og(a)-f(ad-d B ( 3+ ¢ & ( p=
f(b)a(a)-o(b f(d= 1Y,

(190)

() =(f(b)- F(a) d(H-(d B~ ¢ &) T} (292)

Podle Rolleovy oty

£ 0(a,b): H(&)=( (D)~ 7(9) 6(&)-(d H- ¢ @ H(¢)=0

(192)
odkud jiz
f(b)-f(a) _ () 103
o(b)-o(d ~ 9(&) )
Lagrangeova ¥ta

Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813)
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Necht’ f :<a, b> - R je spojita funkce, diferencovatelna na intervalu
(a,b). Potom

0é0(ab): f(b)- f(a)= f(&)(b- 3. (194)
Diikaz

Zvolme funkci

g:{(ab -R, o ¥=> (195)
Tato funkce je spojita a diferencovatelné(aaa), pricemz

g'(x)=1. (196)

Funkcef, g tedy sphuji na(a,b) piedpoklady Cauchyovyty.
Proto

0= &) _ (g, (197)

Odtud

f(b)- f(a)= f(£)(b-a) (198)
kde £0(a,b).

Disledek

f(b)-f(a)
b-a
body| a, f(a)|,| b, f(b)], a zarove je smérnici tesny tohoto grafu

Protoze je snmernici se&ny grafu funkcd prochazejici
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vbods [ £, f(€)], pak &, f(&)].£0(a,b) takovy, Ze téna grafu
funkcef v tomto bod je rovnolgzna s vySe zmémou se€nou grafu
funkcef.

Obr. 9

) /

f($)

f(a)

|"Hospitalova ta

Nech’
f:(ab) - R, g:(abh-R (199)
jsou diferencovatelné funkca,< b< . Nech’ dale

OxO(a,b): g( ¥z00 d( §#0. (200)
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a) Neclt
lim £ (x) =lim g(x) =0. (201)

Pak plati implikace

Iimw:LDRD:IimM:L. (202)
x_.bg(x) X- b g(x)

b Necht
Ixiirlg(x):m. (203)

Pak plati nasledujici implikace:

Iimf,(x):LDR:Iim f9_ (204)
xabg(x) X- b g( X)
Diikaz
. . . F'(X)
a) Zvolme libovolnéU, (L). Protozelim——= =L,
X-b g (X)
EU?(b):[DxD U, (b): f,(x)mug( L)]. (205)
g(x)
Necht’
a
x, yOU;(b), x< y< b (206 )

Pak pro intervalx, y) jsou splgny podminky Cauchyovy
véty, takze



b)
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0£0(x, y) O Uy (b): ;(y)_ ). fe)y (L).

(207)
Dle predpokladu L"Hospitalovyaty lim f (x) :Iimbg( x) =0,

tedy plati, ze

D(DUE(b):Iimf(y)_f(X) f(X)DUE(L). (208)

og(y)-o() o)

K libovolnémuU, (L) tedy vskutku existuje takouég(b),
ze

DxDUE(b):;Eziﬂug(L):lxim ;E))g:L. (209)

Analogickym postupem, jako ¥g@dchozim boél dikazu,
dojdeme k z&ru, ze

06 0(x y) O Uj (b)

(210)
kde jsme tentokrat vololy < x. Zvolme tedyx[ U?(b).
Protozelim g(x) =,

EU?z(b):(DxDUi(b):g(@> g())). (211)
Dale
EUE(b):(DxDU?g(b):g(@>O). (212)

Zvolme &, < min{J,,5,} tak, abyyU; (b). Pak zejme
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U; (b) DU, (b) (213)

a

x0OU, (b):g(X> o )= d 3~ ¢ y>00 § }>o0.
(214)

PrepiSeme-li nyni podminku ( 210 ) do tvaru

L—f<f(x)_f(y)<L+f, (215)

2 g(x)-9(y) 2

pak po vynasobeni vyrazeg(x) - g( y), o kterém jsme
praw dokazali, ze je > 0, postupdostavame

(216)
<(L+§j(9(x)_g( )
(L-gj(g(x)-g( ARICAREE
(217)
<(L+£j(g(x)—g( 9)+ 1)
(L_;j(g(x)— o y))+ f(y)_ f(¥)_
(x (¥ o) (218)
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R e

g(x g\ X

SRR GRS o
g(x) EE)

e,

Pri pevnémy plati

e R

Proto
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OxOU, (b): PPLILIPTI (224)

g(x)

f (x) ()
g(X)Dug(L) |Xﬁbg(x) L. (225)

Speciel’ je poteba prozkoumatifpad L =, neba
v nevlastnich bodech oboru svych hodnot mohou feipeit
fadu patologickych vlastnosti. J&pné, ze

OeOR™: f(x)-f(

g(x) -9

), 2 (226)
y) €

Proto
XOU;(B): F(x)- 1(3)>2(d - d 9)=

, , (227)
= f(})>>9(9-~ oY+ (Y.

Po vyctleni této nerovnosti funkgi( x) dostavame nerovnost

f(x)_2_29(3), f()

9 s cod Ay (228)
Protoze

limg(x) =, (229)

X-b

je pii pevnemy
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Proto

E
(231)
odkud
o F(Y) _20(y) 1 f(X_2 2dy, f(y
[xOU;(b): > — -—[ > ——— +
S T R E R E L F R B
(232)
a tedy
f(x)_2 1_1
g(x)>E RS (233)
To ale znamena, ze
oy F(X)
OxOU;(b): Ou,(L). (234)

K libovolnémuU_, (») tedy existuje takovél /(b), ze

DxDU?(b):;g))i;DUg(oo):lxim ;E))g:oo. (235)

Tim je wta dok&zana.
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I"Hospitalova metoda vygu limit

I"Hospotalova ¥ta pati k velmi mocnym nastrém pro vypa@et limit
typu % g2 Demonstrujme si ap jeji funkci na kkolika
(00)

jednoduchych fikladech, z nichz ¢které jsme jiz dveresili
klasickymi postupy:

. Inx .. 1
Im——=Iim==1
X=1 X—]_ x-1 X

. SInX ,. COSsX
Im——=lim—=
x-0 X X-0 1

. 1-cosx .. SinxX
lim =lim =0
X-0 tanx X-0 1

cos X

. x> =-2x-3 . 2X— 2
lim > =lim
X+ X =2X= 2 x="13X + 2% 2

. X*-10x-25 _ . 2x- 10
lim—; > =lim =
-5 =3X° = 9x=5 *x--13% - 6x— 9

. X+1 . 1 .
lim =|Im—:|Im2\/iO+X:6
X--1 /10+ X — 3 xa—1; X-—-1
24/10+ X
X + xzsinl 1+ X(Zsir& + X COSX sin(j
. X _r X _ 1
lim =lim ==

x-0 2X+SinxX  x-0 2+ COX



X+X 4o+ X =n_ . 1+2x+3X+--+ nk" _

lim =lim
x-1 X—=1 x-1 1
n(n+1)
=1+ 2+---+n=
2
__sinx__ sinx
i \/cosx—i’/COS(_"m 2Jcosx  3Ycogx _
X0 sin?x X-0 2SiNX COX

1
R codx 2Jcosx _ 1

=lim - -
x-0 2C0osx 1z

i 2 _ . 3-Fx-2 alx_
11— & 1-Ix (1 Ix)(1-¥%)

=lim

3(1+&)—2(1—%<+§/¥)_

X-1 1-x
~ Im1+3\& 2/x- &% _
x-1 1-Xx
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_osinPx=-x2 . 2sinXx cosx— X SirK cos= X
im—————=Iim =lim

x-0 x2sin®Xx  x-0 2XSirf X+ 2%X SinX cosx x-0 x(sm X+ xsmxcosﬁ

i 2coq X)-
XITJZSmZx+ 2xsi{ )+ X sif 2§+ X cgs 3

_im cog( X)- 1
Cx-0sin? X+ 2xsin( )+ X cof 29

—jim -2sin’ X _
x-0sin” X+ 2xsh( 2x) + x* cog 2()

Sln X
=1im ’ X2 :—E
x-0 S|n X 2Sil’]( 2X) +COS( 2() 3

Taylorova Vta

i { |
Brook Taylor (1685 — 1731)

Neclt nON a necli Neclt f :(a,b) - R jen-krate spojit
diferencovatelna an(— 1)-krate diferencovatelna na intervghb).
Potom
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Ditkaz

Uvazujme funkci

n:(a) Eﬁd&—ﬂ@ (a'ﬁ9<bya2¥%b-f—u

(237)
Zrejme je h(b) =0 aA mizeme zvolit tak, aby rows h(a) =0. Nyni
spaitéme derivaci funkcé :

2!
£ (x) (X , f"( %)
R U R G R E I S G D
£ (x) LA - 07 4\ (P=X)"
"+(n_1)!(b_ ) +ﬁ(b_x) _(/1_ f )()9) A
(238)
Dle Rolleovy ¢ty tedy
E0(ab):(§)=(4- f‘”*”(f))(b;f)n =0 (239)

a odtud
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A=t (g), (240)
takze
9= 109 13- - 3= ¥
) f(nr)]|(X)(b_X) ) f((:j](;)(b— - (241)
a zarové
(@)= (0= 13- fll(!a)(b_ 9- f2(|a)( 3 -
’ et (242)
) f(;fa)(b‘a) - f((n:g,)(b— 8™ =0
Proto
O e B SR
- f(nr)“(a)(b—a)” , f((:j](_)fl)(b— ) (243)
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Analyza prabéhu funkci jedné realné prongnné

Taylorova a Maclaurinovarada funkce

Colin Maclaurin (1698 — 1746)

Neclt funkcef je v bod x; nekonéné¢krat diferencovatelna. Potom
nekoné€nouradu

f(X)=2M(x— %) (244)

!
i=0

kdeXxg je libovolny prvek mnoziny bad v nichz jerada konvergentni,
nazyvamerlaylorovou fadou funkcef v boc x,.
Specielg, volime-li x, =0, nazyvame odpovidajici Taylorovadu

Maclaurinovou radou.

Priklady.

ez Xe X, XN X (245)
1 2! n! nl
n=0
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]

S XX X X I X
O AT +(2n)!_;( ])(Zn)! (246

oo X XXX _an X
AT T +(2n+1)!_;( 3 (2n+1)! (247)

00

y xlna ¥In?a XIn®a XIn" a Z:(xlna\)n
a =1+ + + +..o+—= ~
1! 2! 3! n! nl

n=1
(248)
Jak okamzi plyne ze vztahu ( 236 ), omezime-li senigeni
Maclaurinovyiady, dopoustime se na intervérua, a) chyby

(n+1)
) sud " (€)

e colad )

Af

Priklad 1
Y/ S C q
Ur¢i sm6 S presnosti lepsi, nel)

Reseni
Taylorniv rozvoje funkce six je

(2]

_ _ AN X2n+l
smx—Z( 1) (2n+1) (250)

n=0

Tzv. Taylorav zbytek ( 249 ) pak utvtime z @ + 1)-ho prvku (250)
jednoduse tak, Ze vSechna ( 250 ) nahradimeéisly (n + 1).
Vysledny vyraz poté vynasobime suprémem absol it ity

(n + 1)-ni derivace odpovidajici funkce dle vztatif0 ) a

z vysledného vyrazu stanovime absolutni hodnotu:



sun sit™ g 2n+3 2n+3
Af =10° <|(-)™ ; ()‘(’_Tj -1 (’_Tj
(2n+3)! (9 (n+3 L 9
(251)
Odtud
ﬂ_2n+3
109(§j >(n+3 (252)
n=3.
Tedy
2n+1 3 5 7
S ko) (s) (5] [
sini—T:Z(—l)” 9 _r_\9) . \9) \9 _
9 L (2n+2)! 9 3 5! 7!
=0,34202014311387...
(253)
Presna hodnota je
0,34202014332567 (254)

Piiklad 2

Ur¢i s jakou gesnosti aproximuje Tayliv rozvoj 4.radu funkci

sin(x) na intervalu<—7—T,7—T .
9 9
Reseni
sud(sirf)(m) = sup cof = (255)

1 T 2[4+3 1 T 11
(_j :_[_j =10 (256)
(2mm+3 N 9 110 9

90
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Vskutku, gidanim jediného dalSih@ienu Taylorova rozvoje, mame

wr-serlsl o GGG

2n + 1 9 3! S! 7! 9!
=0,34202014332590...

(257)
Piiklad 3

Vypoctéte sodty nasledujicich divergentnich a oscilujicteldl:

a)l+2+4+8+16+ ...
b)1+ 10 + 100 + 1000 + ...
c)l1-1+1-1+1-1+...
d)1-2+4-8+16-32+ ...
e)1-1+0+1-1+0+...
)1-2+3-4+5-6+ ...

Reseni

Spaiteme si Maclaurinovyady rékterych racionalnich lomenych
funkci a pokusime se z nich zkonstruovat vySe zatidy:

1 _00
Tx &
1 < _\K
m—;( X)
1

Volbou x = 2 dostavame z prvni rovnosti vysledakly a)
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1+ 2+ 4+ 8+ 16+ --- =— .
Volbou x = 10 dostaneme z téze rovnosti vyslethaky b)

1+10+ 100+ 100G --- :—%.

Z druhé rovnosti dostavame volbre 1 vysledek c)

1-1+1-1+ 1- & -- :%,

volboux = 2 vysledek d)

1-2+4- 8+ 16- 32 --- :%.

volboux = -2 vysledek a)
1+ 2+ 4+ 8+ 16+ 32 --- =—
Ze ¢tvrté rovnosti volbow = 1 plyne sotetiady e)

1-1+ 0+ 1- 1+ 0+---=%.

Ze fteti rovnosti volbow = 1 plyne sotetradyf)

1-2+3- 4+ 5 6+---:%

Poznamka

Vysledky soutu divergentnicltad a) a b) iizeme o¥iit | zpisobem
nezavislym na Maclaurinovydiadach:
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S=1+ 2+ 4+ 8+ 16+---
S—1=2+ 4+ 8+ 16+ = X
S=-1.

S=1+10+ 100+ 1006----
S-1=10+ 100+ 100G----= 1@
s=-1,

9

Ackoliv se vySe uvedengiilady kon€nych vysledk divergujicich
fad na prvni pohledifEi zdravému rozumu, nutno podotknout, ze se
jedna nejenom o matematicky zcela korektniépgvexaktt oSetenée

v tzv. teoriiRiemannovy zeta funkce ale viack pripadi dokonce o
experimentalé ovérena fakta, ktera fyzikové jiz mnoha desetileti

S usgchem vyuzivaji v kvantové teorii poleii pplikaci metod
zvanychrenormalizace aregularizace

Pozorovani

PovsSimriEme si, Ze regularizace neni é¢bjnym <itanim, nebo
zalezi obectina pdadi, v jakém uvnitfady jednotlivé operace
provadime. Neplati zde komutativni, ani asociatzakon.

Kromé nekonénych sum se daji regularizovat i nekéné produkty.
Nap. sowin vSech pirozenychc¢isel davay/ 2, solin vSech
prvosisel je 4, atp.
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Tec¢na a asymptota

Z Taylorovy \&ty plyne, Ze je-li funkce-krate diferencovatelna,
aproximuje Taylorovaada funkci tim lépe&iim vice se péet jejich
¢lend (veéetrg nultého) blizicislun. Omezime-li se pouze me= 1
(tedy nulty a prvnélen), vyjaduje Taylorovarada funkcd primku

f(x)=f(%)+ f'(%)(x %) (258)

ktera neni @iim jinym, nez analytickym vyjaénim t€ny grafu
funkcef v boc X, 0 niz bylarec jiz v kapitole pojednavajici o
derivaci. Nyni mame kore¢ predpis, jak tuto @&nu vzdy nalézt.
Ackoli je to nejhrulsjSi aproximace funkceve vybraném bad
(samozejme vyjma trivialniho @ipadu nultéh@lenu Taylorovyrady,
ktery aproximuje graf funkce v bdd, pouhym jednim bodem

f (%)), vystihuje prvni derivacerpsre smernici zavislosti f = f (x)
ve vybraném ba#l Jak budeme gdky v pgiikladech na aplikaci
derivace, ma tato vlastnost dalekosaligledky pro nase porozuwmi
fyzikalni reali¢ a velmi Siroké vyuziti veddé a technice.

Definice:

Asymptotami se snérnici grafu funkce budeme rozust tecny
grafu funkcef, konstruované v nevlastnich bodeed) = +) funkcef.

Jako vSechny t&y maji i asymptoty simnicove vyjadeni ( 258 )
které si nyni pevedeme do tvaru

f(x)=f'(%)x+( f(%)- f(x)x)=ax L (259)

Pro snérnice asymptot zjewhmusi platit rovnost

a= t(x) = lim ). (260)

Absolutnic¢len pak niizeme vyjadt z rovnice t€ny ( 259 ):
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b=(1(x)= ¥(x)%)=lim ( (4= F( ) =1lim ( { }- af
(261)
Definice:

Jestlize je funkce definovana ngakém intervalu(a, b) O (b, o,

zatimco bod je singularnim boderf) pak fimka x = b se nazyva
asymptotou bez snirnice grafu funkcd praw tehdy, ma-li funkcd
v bock b alespa jednu jednostrannou nevlastni limitu.

Oskulacni kruznice a Kivost funkce v bod

Kazdy dalSilen Taylorova rozvoje zavisi vzdy na vySsi derivaci
funkcef , ktera pidava dalSi informaci o fbéhu vySetované funkce.
Krome prvnich derivaci, aproximujicich funkicptimkou a
charakterizujicich okamzitou rychlost &ny zavisle prorénné se
zmeénou nezavisle proémné, jsou fyzikald velmi zajimavé i derivace
druhé, charakterizujici zrychlovatiizpomalovanidchto znén. Je to
zcela nova informace otgehu funkce, ktera fyzikathvelmicasto
odpovida veliing¢ zvanéintenzita silového pole Ta je definovana
druhym Newtonovym zdkonem jako

a=9S_F (262)
m

a je tedy pimo unerna veltin¢ F zvanésila. Rovnongrny pohyb
télesa hmotym po kruznici polondru r konstantni uhlovou rychlosti
w, popiSeme vektor@wparametrickymi rovnicemi
s = rsin(at),

s, = rcos at) (269)

Odtud derivovanim ziskame rychlost:
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v, = rowcog at)

v, = —rwsin(at), (264)

Vektorovy soiet obou na sebe kolmych slozek rychlosti dava

V= ra)\/cosz(a):)+ sirf(at) =rw. (265)

Druhym derivovanim ziskame zrychleni:

a =-rafsin(at),

a, = —raf cosat) (265)

Vektorovy sodet obou na sebe kolmych slozek zrychleni dava

a=raffsin’(at) + cog (at) =rw? (267)

Protoze vysledna rychlost, jak vidno, neni fundasu, znamena to, ze
se stasem nerni. Jelikoz ale vysledné zrychleni vySkegto
nenuloveé, neriive vektor zrychleni obsahovat zadnou slozku
rovnolEznou se sirem vektoru rychlosti (jinak by tato slozka
pochopitel® prispivala kéasové zmin¢ rychlosti a rychlost by musela
byt nutré funkcicasu, coz ale neni). | bez pouziti analytické geamet
tak dochazime kirozenému za&uru, Ze vektor celkového zrychleni je
v tomto gipadt pohybu kolmy na vektor rychlosti a tedy na okagzit
smer pohybu hmotného bodu. Z druhého Newtonova zak@t2 )

pak mizeme ihned vyjait velikost odstedivé sily fisobici nadleso,
jez je timto vektorem generovana:

F =mras. (268)

Ackoliv je rovnongrny pohyb po kruznici jen jednim vysoce
specialnim fipadem z mnoziny vSech moznych potnyimotného
bodu v rovir, da se ukazat, ze jakykoliv myslitelny pohyb |z v
skute&nosti, za pomoci druhé derivace, vyjiagako sowet nekonéné
mnoha di¢ich pohyli po infinitesimalnich usecich kruzniganého
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polongru. Na tento polor je pritom kladena jedina podminka — aby
aproximoval polondr zakiiveni grafu analyzované funkce ngakém
okoli vybraného body,, s gesnosti do Zadu Taylorova rozvoje,
abychom dokazali sgtat pfislusna zrychleni. To zni jako velmi
dobra motivace pro pokus o konstrukaihto, tzv.oskula¢nich
Kruznic:

Mg&jme tedy danu funkcg( x) = y a bodx,, v iémz ma funkcey
alespa 2 derivace, icemz g"(x) # 0.
Kruznice se sedem v bod [a, b] a polongéremr ma rovnici

(x-a)° +(y-b° =P (269)

Kruznice jako celek tvid zobrazeni v roviy které zjev nesphuje
kritéria pro to byti funkci. Jeji horni, resp. dopilkruznice vsak jiz
ano.

Uvazujme naf horni gilkruznici

f(x)=yr’ ~(x-a)° +b. (270)
Je-licast této plkruznice grafem funkcg, pak plati
(x—a)2+(f(x)—b)2:r2. (271)
Po zderivovani obou stran této rovnice adkydi dwmi, dostaneme
(x-a)+(f(x¥-b f(X=0, (272)
a po druhém derivovani, mame

1+(f'(x)) +(f(x)-1) (¥ =0. (273)
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Ma-li byt (%)= g(“)(x)) pron =0, 1, 2, musi koeficientg, b, r
splhovat soustavu rovnic

(%-a) +(%-9"=r

(%—a)+(¥%-b %=0 (274)
1+(y,) + (¥ -b) §p=0

Z druhé rovnice ziskame

X-a==Y(¥%-b (275)

a po dosazeni do prvni rovnice, mame

(276)

odkud

r :|yo—b|\/1+(y0)2. (277)

Ze treti rovnice dostaneme

yO_b:_ y" ' (278)
0

Po dosazeni posledni rovnice do ( 277 ) a ( 278kazame hledané
parametry oskulai kruznice:
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Y,
yol1+(,)°
a=x, - | E‘”, (279)
Yo
'\2
b= y0+1+()”/0)

Cim je men3i pologr oskul&ni kruznice, tim je graf funkog

v daném boél zakivergjSi. Zavadi se proto pojek¥ivost funkceg
v boc xo, jakozto gevracena hodnota pol@nu r oskula&ni kruznice
v tomto bod:

Yo
-
1+(%,) ]

Vratime-li se na za¥ tohoto odstavce k naSi fyzikalni motivaci
pojmu oskulani kruznice, pak hledané vyjéhi normalové slozky
zrychleni hmotného bodu, pohybujiciho se po digize) rychlostiv,

bude dano vztahem

K= (280)

2 2 ]
aD:er:VT:\,Zk: Vg (%) =, (281)
I 2 2
1+(g (%)) [
a jemu odpovidajici odstdiva sila tedy bude
V2 U
LG (282)

1+ (g (%)) [
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Rotujici vztazna soustava

V minulém odstavci jsme si podroyinrozebrali rovnonirny pohyb
po kruznici a jeho vztah k obefjgim kiivocarym pohylim na pozadi
inercialni vztazné soustavy. Nyni si povime, jakai@ situace zémi
Vv pripack, ze cela vztazna soustava rotuje.

M¢&me danu ortonormalni bagi=( e;, & ) prostoruk,, kterou
oto¢ime o orientovany uhel velikostit do bazef’'=( e/, &' ).

Obr. 10

Mame za ukol najit rovnice které pxdl E, popisuji vztah mezi
pivodnimi sotdadnicemi X )z = (X, X2 ) @ novymi sotadnicemi

(X)p=(X',%").
Vektore,' resp.e,’ ma v pivodni bazi siarnik at resp.at + 102 .
Protoze plati

cos(ax +gj =~ sir(at)
sin(ax +gj = coqat) ,

(283)

muzeme psat
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¢ = g [togat) + & [sir{at)

€, =-¢ Bin(at) + g (o at) (264)

Operator zobrazeni z bagédo bazef tedy tvai matice

R —[COS(“I) ) Sir(‘d)j. (285)

| sin(at)  cofat)
Tento operator, jak snadno zjistime, je ortonormaikze plati
R'=RT, (286)

Cili operator echodu od bazg’k baziftvori matice

o _( coy at) sir(wt)) (287)

- -sin(at) coqat)
Hledana maticova rovnice
(x), =R [x), (288)

po rozepsani do stadnic pak da soustavu rovnic popisujicich
vzajemny vztah mezi @ma uvazovanymi bazemi:

X = X [tog wt) + X, Tsir( wt)

X, = =X Bin(wt) + x, Ctod wt) (269)

Odtud po zderivovani obou rovnic dostavame

v :Z—?cos(wt) - x, wCsir{ ) +% sifat) + x, o0 cowt)

v, = —Ccli—):lsin(a)t) — x, otog wt) +% cobet) - % Qo0 sifeot
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(290)
neboli

v, = v, [oos{ at) + v, Csir{ wt) + af - x Osirfwt) + xOcofwd ]
V, = v, [to{ wt) - v, Csi{wt) - af x Ocobwt) + %0 sifww) |

(291)

a vzhledem k ( 289 ) vyjdie rychlost jestjednodusSeji

V; = v, [tog wt) + v, Tsin( wt) + w, (292)

V, =V, [og awt) — v, Osin( wt) — wX

Tuto soustavu ajh zderivujeme a mame

,_dy : dy . dx

a ——cos(a)t) v, BoLsin( wt) e sifat) + v, ol cofwt) + w "

a, = %sin(wt) ~ v, [wltoq wt) +% cobat) — v, L sifuwt) - a)%
(293)

cili

a, = a [tos(wt) + &, i wt) + w, + of ~ yOsifw) + wOcofw |
a, = -3 [Bin(wt) + a, Cbog wt) — wl, - w| vOcobwl) + w0 sifw |

(294)
Porovnanim s rovnicemi ( 292 ) odtud plyne
a = g [tog wt) + a, Osir{ wt) + whi, + w( v, + wX) (295)
a, = —a, [8in(wt) + a, Ctof wt) - w, — w( v, — w%)
tj.
' = a [toq wt) + a, [sinwt) + 200V, + o X
2 = 3, (bos{ax) + 3, Osir{wt) + 2004 +a7 O 296

a, = —a, [$in(wt) + a, Ctof wt) — 00/ - o 0%
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Konstantacw zde ma #ejm¢ vyznam uhlové rychlosti, takze

_or

w=—-, 297
ot ( )

kde vektorr je normalovym vektorem pohybu. Pak po dosazeni do
(296 ) mame

F'=2mw0), + mv 0%

(298)
F, =-2mwB) + miw 0%,

kdem je hmotnost testovacastice. Rovnice ( 298 )ideme tedy
kratce zapsat jako

Fll — Flc + Flo,

299
F,=F, +F;, ( )

kdeF° je tzv.Coriolisova sila F° je sila odsediva, kterou jsme si
odvodili v nezndnéné podob jiz v minulém odstavci.

Gaspard-ustave de o lis (1792 — 1843)

V dasledku rotace Zedkoule a z ni plynouci existence Coriolisovy
sily dochazi Kad jevi:
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1. Coriolisova sila se uplatnfipstielbé na velké vzdalenosti, kdy

kulka vypélena z hlawnpusky bude odklama od svého
pivodniho sniru. Stelec s touto silou tedy musi@tat. Situaci
na severnim polokouli znazasje obr. 11a, situaci na jizni
polokouli pak obr. 11b.

Obr. 11a Obr. 11b

2.

o v -
pivodni smér

smér dany
Coriolisovou
silou

Na severni (resp. na jizni) polokouli dochadisiedku
existence Coriolisovy sily k&Simu opatebovavani pravych
(resp. levych) kolejnic jednosimych trati vedoucichiiblizné
ve snéru poledniki, neba vlak pohybujici se danou rychlosti
je na tuto stranuifgahovan.

Na severni (resp. na jizni) polokouli dochadiisledku
Coriolisovy sily k ¥tSimu podemilani pravych (resp. levych)
birehi rek tekoucich pblizn¢ ve snéru poledniki. Voda
proudici uéitou rychlosti je opt k tomuto ehu gitahovana.

VR4

oceanu a atmosféery. Pokud v atmesféznikne tlakova nize,
vzduch proudi serem k ni, ale Coriolisova sila jej odchyluje
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ve snéru kolmém na rychlost. Systém se dostane do roumova
ve viiivém pohybu. Protivahu ke Coriolisdgile, jez fisobi
smeérem od tlakové nize, tvbsila zgisobena rozdilem tlaku.

Misto aby vzduch proudilifmo do tlakové nize, ve velkém
méfitku ma atmosféra a ocean sklon pohybovat se k&kmo
smeru poklesu tlaku. Jev je znamy jako geostroficky. \Na
planet, ktera se neotd by tekutiny proudily po nejkratSi
mozné draze tak, aby vyrovnaly rozdily v tlaku.péeSimnuti
stoji, ze geostroficka rovnovaha se velmi liSi sdtpv@&nych
pohyhi“, coz vys\tluje prat jsou cyklony ve sednich
zentpisnych sikach orad Wtsi, nez by zfisobilo samotné
setrv&né proudni.

Na severni polokouli s#éiuje pohyb okolo tlakové nize proti
smeru hodinovych rai¢ek. Na jizni polokouli sgruje po
smeru hodinovych raic¢ek; dynamika ot&eni je zde
zrcadlovym odrazem severu. Cyklony se newiitma rovniku,
protoze v tamgsich oblastech je Coriolis efekt ilis maly.

Coriolisiv efekt ve velkém rftitku rovnéz zna&né ovliviuje
oceanskeé a atmosféerické proudy, coz vede ke vZaiki) jako
je nagfiklad tryskoveé proughi (jet stream). Takové jevy jsou
v geostrofické rovnhovaze, coz znamena, ze Coridisila a
sila pisobici diky gradientu tlaku jsou v rovnovaze. Clasiw
efekt také zodpovida zaréni mnoha drulnvin v oceanu i
atmosfée.
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Obr. 12: Zrcadlové prevraceny snér otaceni cykldn na severni a jizni polokouli. Vlevo
hurikan u pob¥eZi Floridy, vpravo hurikan u pobiezi Brazilie.

Véta 0 konvexnosti a konkavnosti funkce v hibd

Nech f je spojita, alespodvakrat diferencovatelna funkce.
Existuje-li bodx, tak, ze

OxOU, (%) f"(x) >0, (300)

potom je funkcd na tomto okoli ryze konvexni.
Existuje-li bodx, tak, ze naopak

OxOU,(x%): f"(x) <0, (301)
potom je funkcd na tomto okoli ryze konkavni.
Diikaz
= Nech je nag. OxOU,(x,): "(x) >0. Potom
Ix0U, (%): /()< F(x) DDA Uy %): f(x)< f( 3.

(302)
Na rgjakém redukovaném okoli bodytedy funkcef' roste.

To ale znamena, ze

DXDUE()%); . < x: f(X))(::;(xo)< f(Xz(: )‘;( X) (303)

tj. na rejakém pravém redukovaném okoli baduye funkcef
ryze konvexni.

Obdobré bychom dokazali, ze ro¢na na gjakém levem
redukovaném okoli bodxy je f ryze konvexni.

0  Nech' OxOU,(x,) jef konvexni. Potom
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Jx)=106)  f0e)- (%)

O
Ox DU (% ;i:1,2;xl<x2
(%) X, = % X, = %

a tedy

Ox0U; (%) fim f(x))(:)‘;(%) <im f(XZ(: )‘;( X)

(305)
neboli

n I I
Ox0U; (%): (%) < f'(%). (306)
Funkce ' tedy na sjakém pravem redukovaném okoli bogu

vsSude roste.
Podobi se dokaze, ze rovai na rgjakém levem redukovaném

okoli boduxy funkce f' roste. To ale znamena, Ze vskutku
OxOUs(%): £'(X)>0. (307)

Pro @ipad konkavniho @ibé¢hu funkcef se provedeitkaz naprosto
analogicky.

Véta o extrémech funkce

Neclt funkcef je k-krat spojit diferencovatelndlk = 2. Nech’ dale
(%)= f"(%)=-=f*(x)=0, f¥(x)=o0. (308)
Jelik sude, potom ma funkdes bod xq lokalni extrém. Je-li navic
t®(x,) <0, (309)

jedna se o lokalni minimum, je-li naopak
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t®(x,)>0, (310)

jedna se o lokalni maximum funkteg bodt x,.

Pokud je alé liché ¢islo, nema funkcév bod xg zadny lokalni
extrém.

Diitkaz

Z Taylorovy \&ty plyne, ze

f(x)—f(><o)=f(k)(£)(x— %)", (311)

kde £0U 4 (%,)-
Nechr tedy nap. f*(x,)>0. Vzhledem ke spojitostf ) v bodt x

U, (%):(0x0U,(%): 19(>0), (312)
viz prvni Bolzanovu $tu. Protozes OU (X, ), plati rovrez

tM(&)>0. (313)

Je-lik sudécislo, dostavame:

OxOUZ(%): F(X) = f(%)=——2(x %) >0«

To ale znamena, Ze funkEea v bod X, lokalni minimum.
Je-li alek liché¢islo, bude
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x0US(x): 109~ 1()= ) (x- ) 0=
:DXDUE()%)Zf(X)< (%). (315)
SN LA G IV
OxDU; (%) (X - f(x)=— =(x %) >0=

Pro lichak tedy funkce na réjakém levém redukovaném okoli bodu
Xo roste a taktééini i na rejakem pravem okoli bodx,.

To vSak znamen4, ze v tomto Batemize mit funkcd zadny lokalni
extrém.

V pripac, ze f (9 (xo) <0 bychom zcela obdobnym &gobem o¥iili,

ze pro sud& ma funkcd v bodt X, lokalni maximum, kdezto pro
lichak nema funkcé v x, Zadny lokalni extrém.

Véta o inflexnich bodech funkce

Nech’ je funkcef k-krat spojit diferencovatelnak = 3. Nech’ dale

(%)= f"(%) == f*Y(x)=0, f¥(x)=o0. (316)

Jelik liche, potom ma funkckv bod X, inflexni bod.
Pokud je alé& sudécislo, nema funkcév bodk xy inflexni bod.

Ditkaz
Definujme funkci
g= f", ( 317 )

ktera je dle pedpokladu ¥ty (k — 2)-krat spoji¢ diferencovatelna,
tedy



(X— )%)k—Z-

—

k-2)!
(319)
Necht tedy nap. f)(x;)>0. Vzhledem ke spojitostf * v bodt x,

U5 (%) (Ox0UZ(%): £9(%>0), (320)
viz prvni Bolzanovu $tu. Protozes OU (X, ), plati rovrez

£M(&£)>0. (321)

Je-lik sudécislo, pak

OxOUZ(%): f(%) (x- %) >0. (322)

Funkcef je tedy vSude nu5(><0) ryze konvexni a proto zde népae
mit inflexni bod.

Zarovai to ale dle pedesle ¥ty znamen4, Ze funkdama v bod x,
lokalni minimum.
Je-li alek liché ¢islo, bude
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DxDU?(xO): f"(X) = (1:|((k)_(25))|(x_ %)k-z <0,
N L1 P .
OxOU; (%) () (k_z)!(x %) >0

Pro lichak je tedy funkcd na r&jakém levém redukovaném okoli
bodux, ryze konkavni, zatimco n&jakém pravém okoli bodxy, je
ryze konvexni.

To vSak znamena, ze v tomto Boda funkced inflexni bod.

V pripac, ze f (9 (xo) <0 bychom zcela obdobnym &gobem o¥iili,

ze pro sud& nema funkcé v bodt X, inflexni bod, kdezto pro licha
k tam inflexni bod ma.

Analytické vySetrovani priabéhu funkci jedné realné prontnné
Piiklad 1

VySeteme pibeh funkce

f(x)=— (324)

Regeni
V prvnitad® najdeme jeji singularni body:

S( f)==2 (325)

V dalSim kroku stanovime paritu funkce

ONON: f(=x)=—2—=—f(X) = (-1)""" (¥ (326)

VySetovana funkce ma tedy lichou paritu. Nyni &gone prvni a
druhou derivact :



xz(x2—12)’
=)

f'(x)=

_ 8x( % +12)
(-4

Jadro prvni derivace je ¢@no rovnici

£ (x)

X’ ( X2 —12) =0

a je tedy tvéeno body

ker f'(x) :{12\/—3,(} .

Jadro druhé derivaceduje rovnice
8x(x +12)= 0

a tvai jej tedy jediny prvek

kerf"(x)=0.

112

(327)

(328)

(329)

(330)

(331)

(332)

Odtud je ihned vi&t, Ze vySatovana funkcd ma 2 extrémy v bodech

X, = +2./3.

(333)

V bod x, =—21/3 méf své lokalni maximum, v bédx, = +21/3 ma

lokalni minimum:;
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min(f):[Z\@,\/ﬁ}
max(f):[—Z\/_B,—\/EY]

(334)

Bod x, =0 je horkym kandidatem na inflexni bod. Abychom tuto
hypotézu owfili, musime stanovit je8ttieti derivaci funkcé :

_ —24(x* + 24¢ + 1§

f’"(x) > (335)
(x*-4)
Snadno se lzerps\wdcit, ze
-24(x* + 24 + 1§
OxOR: f"(x) = - %0, (336)
(x*-4)
neboli
ker f"(x)00. (337)
V bodk x, =0 je tedy vskutku jediny inflexni bod funk¢e
1(f)=(0,0). (338)

Zbyva stanovit asymptoty funkéeZaineme vypotem asymptot se
snernici:

f(x 2
a=tim ) 2 X i 2X (339)
X > o0 X X— *oo X2 —4 X— oo 2X
. . X’ . 4x .. 4
b=Ilm|( f(x)—x)=Iim - x=1Ilim =lim — =0
X—»ioo( ( ) ) X— 00 )(2 -4 X—» #00 X2 —4 x-x0 92X

(340)
Funkcef ma tedy jedinou asymptotu se&mici a tou je diagonala
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y =ax+ b= x (341)

Nyni ugime asymptoty bez stmice. Jedinymi kandidaty na moznou
polohu tohoto druhu asymptot jsou singularni b&jyateme v nich
proto jednostranné limity:

o X
im = —— = -0,
x-2 X" =4

3
: X
lim™* = > = +o0
XA (342)
- X
lim = ——=-0,
x-2 X" =4

3
: X
lim™* = = +o0
-2 X -4

Funkce ma tedy v obou svych singularnich bodeahgsianné
nevlastni limity. V obou singularnich bodech tudkiistuji asymptoty
bez sndrnice.

Pro u€eni intervah monotonie resp. konvexnosti a konkavnosti
prib¢hu st&i vySetit znaménko prvni, resp. druhé derivace na
vhodném jednostrannédaokoli inflexniho bodu. Vhodnymi

jednostrannymd-okolimi jsou v naSemifpact UE(O) =(-2,0), resp.
U;(0)=(0,2), kde jef spojita.

Dosadime-li do prvni, resp. druhé derivace liboyddod nap. levého
redukovaného okoli inflexniho bodu (rfap=—1) dostavame

f'(—l):—%l<0 (343)
tr(-1) =250 (344)

27
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V intervalu (-2,0) je tedy funkcd ryze konvexni a klesajici, coz
sousasre znamena, Ze v interva(, 2) je f ryze konkavni a rostouci.
V intervalu (—e,-2) neexistuje zadny inflexni ani singularni bod, zato

zde existuje lokalni maximum, takfena zde vSude ryze konkavni
prib¢h. Existence maxima také znamena, ze na podinterval

(—oo,—Z\@) je funkce rostouci a na podinterVEéh-JZ\/é,— 2) naopak

klesajici. V intervaIL(Z,oo) jsou splriny obdobné podminky, afezde

ma naopak lokalni minimum. Proto m& v tomto intkrvsgize
konvexni ptibé¢h. Existence minima v tomto intervalu dale znamena,

Ze na podinterval(12,2\/§) funkcef kles4, zatimco na podintervalu

(2\/5,00) viude roste.

VSechny tyto poznatky nam nyni jizZ dovoluji p&nme vérné
zrekonstruovat graf vySetvané funkceé :

Obr. 13
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Slovni ulohy na vypdet lokalnich extrémi funkce
Priklad 1 - Maximalizace obsahu
M¢&me k dispozici 100 meirdragného pletiva, jimz mame oplotit

pozemek tvaru pravouhlektyrahelniku tak, aby # maximalni
obsah. Jaky bude p@mstran tohot@tyruhelniku?

Redeni

2a+20=100= b= 50- a (345)
S=ab=50a 4, (346)
g—i':—2a+5o: C (347)
a=25=bh. (348)

NejvétsSi plosny obsah tedy ziskame, uivnwe-li ¢tverec o strad
25 m.

Modifikujme nyni tuto ulohu fedpokladem, ze jednu stranu naseho
pozemku nizeme vymezit ghou jiz stojici budovy.

Redeni
2a+b=100= b= 100- 2, (349)
S= ab=100a- 23, (350)
‘;_Z': ~4a+100= C (351)
a=25,

352
b=>50. ( )
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V tomto gipack je tedy délka ohradyfpmaximalnim obsahu
dvojnasobkem jeji Biy.

Piiklad 2 - Maximalizace objemu
M¢éjme plech obdélnikového tvaru, v jehoz rozich méays#ihnout

¢tverce o stradix, tak, abychom po ohnuti plechu podétvenychcar
obdrzeli krabici s maximalnim objemem

Obr. 14
! i
i d
I S IR
| X
o | |
______ ;L_________________________________1;______
| i
! |
a
Reseni
V=x(a-2x(b-2%= abx 2 ak- 2 b+ 43, (353)
d—:12x — 4(a+ b) x+ ab= Q, (354)
X

_4(a+b): 16(a+ ' - 48ab_a+btZ - abr B

2" 24 6

(355)
‘Z):Z/:24x—4(a+ b)< G, (356)
x<(a;b). (357)

Této podminceiejmeé vyhovuje pouzéeSeni
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X:a+b—\/a2—ab+ 9]
5 .

(358)

Piiklad 3 - Minimalizace povrchu

Jaké rozrary musi mit litrova valcova konzerva, ma-li sfmita
plechu na jeji vyrobudetré odpadu byt co nejmensi?
Predpokladejme, ze polotovarem je plech tvaru ob&alni
Re3eni

Plech spdtbovany na podstavu ma twdverce opsaného podstav
Souwet obsafh obou podstavdetn odpadu je tedys =8 r>dnr.
Obsah plasgtvalce jeS, = 2rrrvdny. Spotebu plechu tedy vyjadje
funkce

S=8r"+2mrv, r,vO(0g), (359)

coz je funkce dvou proénnychr, v. Protoze vSak

V =r’v=1dn?, (360)
plyne odtud
v :%. (361)

Po dosazeni do vztahu ( 359 ) dostavame

271

m2

S=8r+ =8r’+ 2™ (362)

a po zderivovani
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95 _16r-a (363)
dr
. ds , .
pOIOZImed— =0 a mame rovnici
r
2
16r-2 =0, (364)

ktera ma jediny kladny Kenr :% dm,emuz odpovida vyska

= i dm, odkud
T

S, =6 dnf. (365)

Priklad 4 - Optimalizace ogileni plochy
V jaké vySce nad ostlovanou rovinou jeieba umistit bodovy zdroj

s\Wtla, aby oswtleni E bylo maximalni v bo8 A lezicim ve
vzdalenosta od paty kolmice vedené od zdroje k &dwvané rovir

Obr. 15
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Reseni

Pro os¥tleni plati znamy vzorec

E:|S'r”2¢, (366)
kde
r=Jx2+a =, (367)
sing
Odtud mame
— X — X — 2 -
E= = = Ix(% + &) 2. (368)

r(x2 +a2) N az(x2+ az)
Oswitlent je tedy funkci jedné pramné xJ(0,), jejiz derivace je

=1 e

N o

(a®-2x). (369)

Jeji nulovost vede (vzhledem k tomu,&e 0) k rovnici
a’-2x*=0, (370)
ktera ma jediny kladny Ken

= & (371)

J2

Z logiky ulohy je zejmé, ze jedinym nenulovym extrémem funkce
E(x) je pra¥ maximum osetleni v bo& A. Dosazenim nalezené
vysSky x bodového sstelného zdroje nad o&tlovanou rovinou do
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vztahu ( 366 ) pro ostleni, nalézame hodnotu maximalniho
dosazitelného ostleni v bod A:

a(a g a(3a : 41
E =|—| —+a° =l = — | = ———. 372
max \/E(2+aJ \/EL 2) \/ﬁz ( )

Piiklad 5 - Odvozeni Snellova zakona z Fermatova a&riho
principu

Budiz bod A stanovigim plawika a bod B mistem na mpkde
tonouci zoufale vola o pomociifka prochazejici body P, Q budiz
rozhranim mezi m@m a sousi.

Ozna&mev;, rychlost, kterou se pléik, spichajici na pomoc
tonoucimu, pohybuje po sousvarychlost, jiz se pohybuje v 1fio
Ukol zni nalézt takovou trajektorii z bodu A do I8, po niz se
plawtik dostane k tonoucimu za co nejkras.

Obr. 16

Vi

Rok J
O.

V2
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Reseni

Z Pythagorovy ¥ty pro délku trajektorie dostavame

s:\/a2+x2+\/b2+f (373)

coz je funkce dvou proénnychx, y, kterou dale upravime na tvar
=Ja+ X+ B+(d- ¥, (374)

¢imz jsme eliminovali prognnouy. Proc¢ast potom plati

_§:23Ja2+x2+Jb2+
V. Led Y]

(375)
%
Nyni vypaiteme derivactasu podle:
dt Ja+ X \/b2 d- X _
dx d ' \
1d/,. ,d 1d 2 d
== —(a?+ ) —Ju+=— (P + -2 dx+ ®)— we
A dx( )dxf \ d>£ ) dx
i = 1(2—2d) 1:_].X_d_X:
v, 2f 2w viJu uiw
21 o x  1 d-Xx _ sing N sins
v Jai+ \/b2+(d— X M Vo
(376)
Pro minimalnicas tak musi platit
ﬂ—O (377)

dx
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(tmax = ) takZe dostavame ko&y vysledek pro hledanou drahu

sinag _ v,

sing v, (378)

gL > Ve
Willebrord Snellius (1580 — 1626) Christiaan Huygens (1629 — 1695)
To je ovSem znamy Snélt zdkon, ktery Ize odvodit ro¢n

z Huygensova principu vinové mechaniky a tedyrnapptiky (viz
obr. 17).

Obr. 17
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Fotony se tedy vzdyi§itakovou cestou, ktera jim zabere minimalni
¢as, coz je ¥ta znama jaké-ermatav princip .

Pierre de Fermat (1601 — 1663)

Obr. 18
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Piiklad 6 - Vyp@et rezonawni frekvence tlumeného harmonického
oscilatoru

Harmonickym oscilatorem rozumime fyzikalni systém, jehoz
potencialni energie je kvadratickou funkci smnic.

V nejjednodussim jednorozmmém gFipack si jej Ize edstavit jako
pohyb bodu pod vlivem sily, ktera jéimo un€rna vzdalenosti bodu
od rovnovazné polohy a ma apg sntr, tedy

F=ma X k(%= x). (379)

Jedna se offklad tzv.diferencialni rovnice druhéhoifadu.

O rekterych typech diferencialnich rovnic budeme hitwee druhé
¢asti knihy, ¥nované integralnimu @tu. V tomto fipact se vsak
bez integral obejdeme. Snadno totiz uhodnemeiegenim nerive
byt nic jiného, nez harmonicka funkce

X=X+ X, Sin(wt+ @), (380)

neba’ praw harmonické funkce maji tu vlastnost, ze jejichhdru
derivace je imo unerna jim samym (srov. ( 153 ), ( 154)).
Parametry ve vyrazu ( 380 ) jsoweny p@ateenimi podminkami,
okrajovymi podminkami a volbou soustavy sminé. Paramexg
uréuje tzv. rovnovaznou polohu oscilatoru (polohu,X se oscilator
nachazi, pokud napnepisobi zadné W)si sily) vzhledem ke
zvolené sotadné soustayv Tu proto zpravidla volime tak, aby se bod
Xo Nachazel v jejim p@atku,¢imz nam parametq z rovnic vypadne.
Parametiax j€ tzv. amplituda oscilatoru, tzn, jeho maximalni
vychylka z rovnovazné polohy. Paramégtpredstavuje fazi kmi,
takZe zavisi na votbpatatkucasové osy (i tento parametr Ize tudiz
anulovat vhodnou volbou stadnic) a konén¢ parametiwije nam jiz
dolre zndma uhlova frekvence kmitani.

Zpétnym dosazenim ( 380 ) do rovnice ( 379 ) zjistivee,
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w=,[—. (381)

Realné fyzikalni systémy jsou ovSem komplikagjana krong
elasticke slozkyF, obsahuji i disperzni slozki,, ktera je linearni

funkci rychlosti pohybu oscilatoru atwgobuje postupny Gtlum
amplitudy oscilaci. Dodavame-Ili navic takovemutst&ynu energii
pasobenim vjSi harmonické silyF, , bude systém nakonec popsan

rovnici

F=F +F,+F, (382)
neboli vieci derivaci

M—- = —kx— h%(+ Esin(Q1). (383)

Zavedeme-li jesttzv. koeficient Utlumu o predpisem

25=h (384)
m
muzeme diferencialni rovnici ( 383 fgpsat ve tvaru
2
X 425 % w2x=Fasin(a). (385)
dt dt m

Dosazenim znamého partikularnite$eni ( 380 ) nabyva tato rovnice
tvar

~X Q7 SiN(Qt+ @) + 20X, Q cofQt+ ) + & X, SIHQ+ @) =
:isin(Qt),

m
(386 )



ktery Ize dale upravit do finalni podoby s pomaoahigmetrickych
identit

sin(Qt +¢) = sin(Qt) cog + cot) sig

cos(Qt +¢) = cogQt) cog - sifdt) sip (387)
odkud
xmax[(a)2 -Q°)cosp - 2% sir¢] sifQt) +
= (388)
+xmax[(w2 -Q°)sing - 2% co@] cofQt) = sifQt)
Rovnice je splana pra¥ tehdy, plati-li sotasrg
F
W —Q° - 2Q sig =2
sl Joost 202 sip | = (389)

Xmax[(w2 —Qz)sin¢ - 200 cosy)] = 0.

Umocreénim a naslednym geenim obou rovnic dostavame

1

:i[(af -q?) +45292]2. (390)

Xmaxm

Pro nalezeni extrému amplitudy poloZzime

_— 2_
ixmaﬁ 2F,Q(o” -Q 25)320. (301)

a0 m[(af —92)2 +452a)12

Odtud plynou 2 frekvence budicich kit nichz ma amplituda
X (Q) SV EXtrém:

127
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Joi - 207

Prvni z extrén je zjevré minimum, takze druhy extrentgrstavuje
hledanou rezon&ni frekvenci (frekvenci budicich knditpri niz
nabyva amplituda tlumeného harmonického oscil&waho
maxima).

Leibniziv integral

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 — 1716)

Primitivni funkce

Neclt f je funkce, jejiz defirini obor obsahuje intervdh, b). Funkci
F nazvemeprimitivni funkci k funkcif na intervalu(a, b), plati-li

" _ gy, (393)

DxD(a,b):ddX

COZ zn&ime

jf(x) dx= F(X), (394)
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kteryzto vyraz nazyvamieeibnizav integral.
Jak vidno z definice, je Leibnix integral inverznim operatorem
k derivaci. Jinymi slovy, Leibniz/ integral zobrazuje funkcf' na

funkcif. Toto zobrazeni je ve skutwosti jednoznéné az na
konstantu, jak si ihned ukazeme

Leibnizova ¥ta

Neclt F, G jsou dw primitivni funkce k funkcif na intervalu(a, b).
Potom se funkc€ aG liSi o konstantu, neboli

OxO(ab)OcO(ah: H 3= G X+ . (395)
Diikaz

PoloZzme

H(x)=F(x)-G(x. (396)
Potom

OxO(ab): H(X=F(X¥-G6( 3= f{ ¥- { ¥=0. (397)
To vSak podle Lagrangeovyty znamena, ze

D4, %0(ab),x< x,0d0( % %): H - Hy= {H ¥ ¥=0
(398)
Proto

Ox O(ab): H( %)= H( %)= c (399)
Odtud jiz plyne dokazovana rovnost

F(x)-G(x)=rc (400)
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Piiklad 1

Vypoctéme LeibniZiv integral funkce

f (x) =sinxcosx. (401)
Pri vypoctu mizeme postupovat dmna iznymi zpisoby:

1)

sin() 1

SiINX CoSx= % 2SIk cox=

4
(402)

odkud tedy

2)(

jsinx cosx dx= —% (403)

2)

sinxcosx:EDZSirx( sing :}( sﬁ1>§’ _[ SiT | (404)

2 2 2
odkud
12
jsinx COSX dx= S X : (405)

Ode&iteme-li od sebe @nalezené primitivni funkce, dostavame
hledanou konstantu
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sinfx  coy X) _sirfx codx- siRx_ siAx, 1 2six
c= + = + = + =

2 4 2 4 2 4
_sinzx_sinzx+_1__1
2 2 4 4
(406)

Metody vypoctu Leibnizova integralu
Metoda gimého invertovani derivace

U jednoduchych funkci lze vyuzit jednoduchostigejderivaci a
vlastnosti ( 393 ) Leibnizova integralu:

Priklady:

(ax)' = a:jadxz ax |, (407)
(eX)':@:Jé e &+ (408)
(In x)' :%:Ix‘ldx:w X+ ¢ (409)
(sinx)' = cosx:>j COX dx=simn+ ¢, (410)
(—cosx)' = sinx:j Sinx dx=— cos« ¢, (411)

!

a :Inaax:axz> a* dx=—2 + (412)
Ina Ina In a
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nel + ")
X =1 lxn =X = | X"dx= X + (413)
n+1 n+1 n+1

Metoda per partes

Nech’ J je interval af,g:J — R jsou spojit diferencovatelné

funkce na tomto intervalu. Potom existuje primififunkce
H:J - Rkfunkci(fg'):J - Rafunkce(fg-H):J - Rje

primitivni k funkci (fg):J - R.
Ditkaz

Z predpokladu %ty plyne, zef:J - R, g:J > R, f':J 5 R,
g':J - Rjsou spojité funkce. Potom t¢Zg'): J - R je spojita
funkce (viz ¥ta o spoijitosti satinu funkci). Proto k ni existuje
primitivni funkceH :J - R, tzn., jejiz derivace

H' = fg' (414)

Z véty o derivaci sotinu

(fg) = fg+ fg (415)

pak integraci obou jejich stran okamztyne

J(fg)':fgzjf’g+Jfg, (416)

neboli

jfg:fg—jfg’. (417)
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Piiklady pouziti metody per partes

Jak je vidno z tlkkazu, metoda per partes invertuje derivaceisou
funkci. Pouziva se tedy pro integraci funkci veuvsowinu
jednodussich funkci, které jsme schopni integroagt. metodou
pfimého invertovani derivace (viz vyse). \diree si rékolik
jednoduchych pkladi per partes integrovani:

jlnxdx: xin x—J‘Z de o x % fn x1)
X

f'=1, f=x, g=Inx, :l
X

0 e X201 [ gy X0 _ 10 _10°(xIn10- )
In10  In10 In10 Irf 10 IR 10
10
f':lO(, f=" =X, -1
In10 g=x, 4

dx= xarctarxeE ZX dx
2) 1+

2

jarctanx dx= X arctarx—j
1+x

= Xarctanx- M

1
1+ x?

f'=1, f=x, g=arctanx, d=



Nékteré funkce vyZaduiji, pro své uplné zintegrovapgkované
pouziti metody:

2 2 2 2
xIn? x dx=2 In"x_ LZInde: XIn® x_ i xd
2 2 X 2

2
fzx, f=X, g=imx g=2M%
2 X

xInxdx-XInX 1 d_lenx_ﬁ
2 2 2 4

2

f'=x f:X—, g=lnx, d==

X
xInx lenx x2 X 1
In? x—=In x+=

2 4 2 2

f'=cosx, f=sinx, g=¢€, g= 2§
j *sin x dx= — é* cos X Zj & cosx dx

e cosx dx= & sin x 4 & sin x dx

f'=sinx, f=-cox, g=¢€*, g= 2&°

je cosx dx= € sinx 2& cosx § 8 cosx ¢«

je cosx dx= é* sinx 2& cosx

2X

e
jezx cosx dx=

(sinx+ 2 cosx)

134
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szsin(Zx) dx= 2] X sinxcosx dx

:Z(XZ sinzx—j 2X Sirt xdx—j X sinXxcosx d%
f'=cosx, f=sinx, g= X sinx, g= Xsim¢ X COX
j2xsin2xdx: X Sint x- Zj X cos$ x dx
f'=2x, f=x, g=sifx, ¢= 2xcosx
jxscoszxdx: X sinx- ’{ X sinx dx
f'=cosx, f=sinx, g=x, d=3X
szsinx dx=— X cosx+ 4 X COSX dx

f'=sinx, f=-cox, g=xX, g=

XCOSX dx= Xsin x—j sinx dx XxsinX cosx

2xsin’ x dx= X sirf x- 4 X sinx E 2 xsinx cos— % co%} =

= —x?sin® X+ 2XX sinx+ 6¥X cosx= 1X sinc 12cox

szsin(ZX) dx=2X sinx+ 6X cosx 1 sinc 12cose

= Zs,inx(x3 - 6x)+ 6c09<( X — 2>§
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Prvni vta o substituci

Nech’ I, Jjsou dva intervaly.
Neclt funkce¢(J - 1) je diferencovatelna a funkcg(l — R) je

spojita.

Necht F(I - R) je primitivni k funkci f (I - R).

Potom funkce

Fog(d - R) (418)
je primitivni k funkci

(fop)g'(J - R). (419)
Diitkaz

Podle gedpokladu ¥ty plati

F=f. (420)
Potom
(Fo¢)':(|:'o¢)¢':(fo¢)¢', (421)

COZ po zintegrovani obou stran dava koryevysledek

j(fo¢)¢':Fo¢sUf]0¢. (422)

Priklady pouziti substitdni metody

Jak plyne z dkazu \ety, substiténi metoda integrovani invertuje
derivace komposice funkci. Je tedy vhodna pro mmmdunkci ve
tvaru komposice jednodusSich funkci. dvee si ogt nékolik
jednoduchych pkladi integrovani touto metodou:



j eXXdX:I dy=In|4+ :In‘4+ é‘
4+e 4+y

y=¢€, ﬂ:ex, dy= é dx
dx

Zde jsme vyuzili skuinost, ze

() =(m) r(9=2 r(9=

neboli

00 =] (%
jf(x)d in| £().

DalSi giklady:

j jln4x1dx:j%dﬁizln5x
X 5 5

=1In X, Q:E dx:—ldt
dx x t

sefdt=2| & Bede2| ¢ del =2 %
3 3 3 3

y =X, OI—y:3x2, dy= 3X dx
dx

137

(423)

(424)

(425)



j\8/2x+5dx——.[2\/ 2x+ 5 dx== j ¥ dy —— %——3\8/( 2 % 39

y=2X+5, ﬂ/:2, dy= 2dx
dx

jsm X dx= jl cog %) dx== Idx— Icos( 2

y= y2dy 2dx

cos(?x )== I cos/ dy—— siny= sm(22x)

sir? de_é_sm(ZX) 2x— sin( )
2 4 4

Zcela analogicky

jco§xdx:jl+ COZS( %) dx= X+ Z"Q %)

138
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Podobg, jako v Fipack per partes integrace, tak& pubstitinim
integrovani je mozno pouzit metodu opakaygog. obd dvé metody
vzajemrg kombinovat:

J‘ In (arctarx) dy = J‘ I{ arctax) 1 e J‘In_y dy

(1+ x2) arctanx arctarx X

dy 1 1
b dv=
dx 142 Ty

J‘ In(arctanx) J’Inydx jzdz- Z _In?y_In*(arctanx)
( ) 22

y = arctanx ,

1+ x arctanx 2 2
In Y, % :1’ dy:i dx
X X X

dxzz—\&' 2\&
jy3€dy: é ?—SJ‘ y & dy
f'=¢', f=¢, g=y, ¢=3y
jyzédyz e 3%—2'[ yé dy
f'=¢, f=¢, g=Vy, (g=2y
jyeydy: yé—j édy( yl e
f=¢€, g=y g=1

j e d x—Zé[ﬁ 39-6( y1|= 25[&—&—6(\&—1)}

f’
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jlnzxdx:jﬂnzédx:j y & dy ye{ 3-2( -y)}:
:x[lnzx—z(ln x—l)]

y:|nX1 ﬂl:l, dy:idx
dx x X

V poslednim gikladu jsme vyuzili vysledkintegrace
z predposlednihoigkladu.

Druha véta o substituci

Neclt’ I, J jsou intervaly.

Nech' f (1 - R) je spojita funkce @(J - 1) je spojit
diferencovatelna bijekce.

Neclt daleG(J — R) je primitivni funkce k funkci

(fog)g'(J - R). (426)
Potom
Gog'(J - R) (427)

je primitivni k funkci f (1 - R).
Ditkaz

Ze spojitosti funkcef (I — R) vyplyva existence jeji primitivni
funkce

F(I - R):F' =f (428)

Proto je funkeq f o« ¢)(J — R) diferencovatelna a
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(Fog) =(F'og)p' =(fop)g. (429)
Funkce
(fop)(d - R) (430)

je tak primitivni k funkci

(fog)g'(J - R). (431)
Odtud vyplyva, ze
OR:[OxOJ: G( Y =( Fog)( ¥+ d. (432)
Potom
oxO1:(Go97)(4) = 6(¢7( ) = (Fog)(#7() +

[ Pog ] X)+C= F(x)+c; (433)
Odkud
Ox01:(Gog™) (X =(F(Y+ 9 = F(%= (. (434)

To ale znamena, ze vskutkie ¢~ (J - R) je primitivni k funkci
f(1 - R), neboli

jf :H(fo¢‘l)¢'}¢‘l. (435)
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Priklad:

Vypoctti na intervaluxJ(-1,.0) nasleduijici integral

j X dx (436)

X+1
Reseni
Zavedeme substituci

y=vx+1=¢7"(x), (437)

odkud invertovanim plyne

& ay=p(y). (438)

Mame tedy

j XX+1dx:jfTﬂdey:2j(ﬁ—])dF2 y dy 2-[ dy
:2y(y§—1j:§Jle(x—2).

(439)
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Specialni substituce

Volba spravné substitucetre byt u komplikovagSich integral
pomérné obtiznou zalezitosti. V této sekci si proto uvedesubstituce
uzivane standardmro integraci Bkolika nejlEzngji se vyskytujicich
typu funkci:

a) Integraly typu

ax+b
j,/CX+dR(x) dx (440)

Resime substituci

y:‘/aXer, X= df_b, dx:Z(ad_bC)zydy (441)
cx+d a— cy (a—cyz)

b) Integraly typu

j R(sin x,cosx) d» (442)

reSime substituci

y= tang, (443)

pii které plati

sinx = 2y2 , COX= —yz dx=—2 dy. (444)
+y +y 1+ ¥

c) Integraly typu
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jsinmxcoé‘xdx (445)

reSime v zavislosti na pariexponeni man.

1) jsou-li m, n> 0 ok¢ suda, pouzijeme hkiigoniometrickych

VZorail
1-coq X B cob R
sin>x = S( ), cos x= é ), (446)
2 2
nebo substituce
y=tanx, dy= 1+ tad x d. (447)

2) je-li nliché, nejprve upravime integrand na tvar
n-1
J-sin”‘xcoé‘ X dx:J- sir?’ >( t sih >§2 cox d., (448)

a potéreSime substituci
y=sinx, dy= cosx d. (449)

3) Je-limliché, upravime integrand na tvar
m-1
jsinmxcoé"xdx:j co§>( t c&s>§ 2 simd;,  (450)

nacez uzijeme substituce

y =cosx, dy=-sinxad. (451)
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d) Eulerovy integraly

J‘R(x,\/a%+ bxt 9 d (452)

reSime fiznymi substitucemi v zavislosti na znaménku koefiéi a,
b, C:

1) Pro a >0 uzijeme substituci

ytx/a=ag+ b (453)

2) Pro ¢ >0 uzijeme substituci

Jot xy=+aR+ bx (454)

3) Proa<0, b< 0 uzijeme substituci

y(x—>g):x/a>5+ bx+ (455)

kde X, je libovolny kden polynomuax® + bx+ c.

Piiklady integrace pomoci specialnich substituci

idx:J‘ 1 2 dy:J‘—1 dy=In| y=In tanﬂ
y

sinx 2y 1ty
1+y°
y:tan§s¢‘1(x), X= 2arctary5¢()b ,2(: 2 E¢'(9
2 dy 1+y

dy, sin x= 2y

dx = » y2 1 y2 :
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HR Y
jsin5xco§ xadx= J‘sm X COS X dx:I siff x cos x sinx dx

sinx
3 2y5 y7
= |(1-y?) Y dx=—| y-2y+ yaE-L+2L Y -
I(y)y Iyzsf‘fxt357
__COS'X, 2COSX_ COSX
3 5 7
ay_

y =cosx=g(x), dx - sinx=¢'( ¥ , dy=- sinxdx

2
J‘ 1 dX:J‘ 2 1 2 +2y22dy:2j‘ 1 dy=
X2+ X+1 y +y+1l (2y+1) 2y+1

2y+1

:In(2y+1):ln[2(\/x2+x+1+ x)+1}
y—X=+X+ x+1, X+ x1= y-2xy X, Fy2_15¢( y

2y +1
dX:2y2+2y1-25¢'(y), X+ X+1= y— f_lz >;+ w1
dy (2y+1) 2y+1  2y+1



j(x+ 2)%3x+ 5)\/§+23dxz
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_2y dy:

:j[3y2‘2+2jE33y 2y 5}( )

1-2y° 1- 2y?

:—2j L dt=-2arctany=-— 2arctauq—2

1+ y° 2x+ 3
X+2 -1 _3y2_2=
Y=\ 2x+3 =¢7(x). x= 1—2y2_¢(y)’
dx -2y _ -2y
= =¢ Y], dX——dy
dy (1—2y2)2 ) (1- 2y2)
—4(y?-y-5
j = tietl )dy:j = dy=
Ja-2x-5¢  -2(y'-y-5) (y*+5) Y +5
y*+5
iarctan—-— arctan \/4_ - 58
J5 J5 xv/'5

2—xy=~/4- 2x- 5% ,

—2-5x=-4y+ xy, x=

4—2x—5>8: & Iy XY,
ay-2 dx_-4(y’-y-9

y2+5 ! dy_ (y2+5)2
———— _ay-2__~2(y'-y-5)
J4-2x-5¢ = 2 el Al
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Integrovani ryze racionalnich lomenych funkci

Véta o racionalnich k@&enech polynomické funkce

Ma-li algebraicka rovnice

P(x)=gX+a, X" +-+ ax g=0 (456)

vSechny koeficienty cetdslené, pak

Sy, 2N
0 =P oker(P) £0Q,poON ,qoN* Pon don i 1 g
q q p . P(m) N
P—mq
(457)
Diikaz
a)
Dosadime do rovnice ( 456 ) 2P
E+ £+...+ _p+ =0
gt A o (3 (158)
a,p'+a, @ g+ apd + gg=0.
Odtud je
P a,=-(a.p"+a,P0%q+ apd?+ g4
(459)

a,=-(a, P+ 3,0 a+ a pd2+ af).

Protoze na pravé strdnbou tchto rovnic jsou celdisla, musi i levé
strany reprezentovat calésla. Protoze, g jsou dle pedpokladu
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nesoudlnacisla, mustislo q delit koeficienta,, kdeztocislo p musi
delit koeficientay,.

b)
RozloZzme polynoniP(x) v sowet mocnin(x - m)k, kdem je libovolné
celécislo:

b(x-m)"+ R, (= M+ H x g, (460)

kdeb; jsou vhodna celéisla, ficemzh, = P( m). Dosadime-li sem

opét X :g, postupk dostaneme

Pl (Pl w Po s pe
"9 mj+ta.1(q rrﬂ ' w[q r%+p0 s

(o €5 o g g o

=b,(p-mg"+ b, (p- My e+ f p Mag+ W0,
(461)

O

odtud pro pipad p # mg mame

09" _ Tp (0= ma™ " ..t DY | (462
p—mq [”(p mcb +h—1(p_m¢] c) +1h}( )

Ze stejného @ivodu jako v bod a) musi bytislo

B gy (463)
p-mg

Protozetislo
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P~M4_ P_p, (464 )

neni prog #1 ¢islem celym, musi bytislaq a p— mg nesoudina.
Protocislo p—mgq d&li ¢islo b, = P(m).

Piiklad 1

Rozlozme néasledujici polynomickou funkci
P(x)= ¥ -14X + 71X — 154x+ 12| (465)

na sodin korenovychcinitela

ReSen

p=+1+2+3+ 4+ 5+ 6+ 8 1G 1% 15,

m=1, P(1) =24 (466 )
p-q=£L+2,+ 3+ 4+ 6% 8F 12

Vzhledem k tomu, zg =1, mohou se zthto moznosti realizovat
pouze tyto:

p(1)=2,p(2=3p(4=5

p(-2) =1 p(-3 =-2,p(~4 =~ 3.~ §=~

Mame tedy mnoZinu podgych bod: — kandidai na prvkyker(P)

(467)

p—-q=1+2,+ 3+ 4~ ¢ (468)

Pro rozpoznani, které &dhto podeelych bodi jsou opravdovymi
koreny vySetovaného polynomu, Ize pouzit fafzv. Hornerovo
sito:
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y\
&

William George Horner (1786 — 1837)

Tabulka 2

|_\

V ném je prvkem biiky vzdy sodet grislusného koeficientu
polynomu v odpovidajicim sloupci tabulky (horni z&f tabulky) a
souwinu podezelého bodu v odpovidajicitadku tabulky (levé
zahlavi tabulky) s hodnotou sousedniikyivlievo od buky patitané.
Pokud se nalevo od pidané buky jiz nenachazi zadna dalSirika,
pocita se tato neexistujici bkia automaticky jako virtualni hka

s hodnotou nula. Podie#é body, které projdou Hornerovym sitem
s vyslednou hodnotou 0 v poslednim sloupci tab(iigpravo) jsou
hledanymi kéeny vySetovaného polynomu.

Koneiny rozklad vysébvaného polynomu do kenovycheiniteli
tedy zni:

P(x)= X -14X+ 71X - 154x+ 126-( x X x B x K x k
(469)
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Piiklad 2

Vypoctéme integral

J' X2 —7x*+16x+ 1

X. 470
X' =14x3 + 71¢ - 154x+ 120 ( )

Re3eni
Vyuzijeme skuténosti, ze polynom tudci jmenovatel integrandu

jsme jiz v minulé uloze rozlozili na séa korenovychéinitel.
Muzeme tedy rovnou psat

X — 7X+ 16x+ 1

J' X =T7x2+16x+1 y
x* =143+ 71 - 154x+ 120
:J' 2° -7+ 1602+ 1 dx+. 3- 713+ 1638 1
(x-2)(2-3(2-49(2 35 |
o 4 -7oe+ 1604 1 dx+J‘ 8- 7B+ 185 1
(4-2)(4-3(x-4( 4+ 9 (525 K5 Ax-p
13 13 17 31
- + - + dx
J 6x-12 2x-6 2x-8 6x—- 30
_13 (x

33 g - B - e e o
= in|x-3 - In|x-2 - In|x- 4+ 6]1n|x d

(471)
Piiklad 3
Vypoctéme integral
3 4L Av? — w+
%f ff X*S ix (472)
X —4Xx" —4x+ 16

Joe e e Hr B0
(AN 3B

+

dx=



(473)

Hornerovo sito ma tedy tvar

Tabulka 3

Prvni 3 podeizlé body jim prosly a jsou tedy skémgmi koreny
vySetrovaneého polynomu. Odtud

dx=

2X° +4x° - x+5 2X + 4X - x+ 5
jx3—4x2—4x+ 16dx__[(x+ A(x=3( x4
:J‘ 7 s 35 s

(x+2)(-2-2)(-2-4 (2+ I(x- A 2 }
193

@+ 2)(a- I(x- 4

= jl(x+ 2)" —3—5(x— 2)_1+£ x—4) "+ c dx
24 8 12

(474)
+c dx=

153
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Konstantuc uréime prox = 1 jako rozdil

_2+4-145 [ 7 35 193 ) _
1-4-4+16 [24}2 g )2+ ](2—1)J € (86

Mame tedy vysledek

4x+16
—j x+2) dx—3—5( 2)" d+%3(x—4)1dxrj2d>c

a+ 193

J'Zx3+4x2—x+5d

:Zln|x+2| I | —~ In| 4+ 2X

(476)
Integrovani obecnych racionalnich lomenych funkci

Ne kazdy polynom Ize rozlozit na soni realnych kéenovych
¢initeli. Ne kazdou racionalni lomenou funkci tak Ize vyigidko
souet elementarnich zlonik které dokazeme snadno integrovat.
Racionalni lomené funkce u nichz to Ize a se ktejgme se setkali
v minulém odstavci, nazyvammgze racionalni lomené funkce
VSechny ostatni racionalni lomené funkce nazveergze racionalni
lomené funkce

Veéta:

Necht P(x) aQ(x) jsou dva polynomy,ipsemzQ(x) # 0 je n-tého
stupré. Potom

AR(x): R(¥9= PR3- B ¥ ¢ X (477)

kde B, (x) je but’ nulovy polynom, nebo polynom stupnizsiho nez
n.
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Ditkaz

Nech’

Q(X)=h+hx+--+hR, bhzO,

478
P(x)=g+gx+-+ aX. (478)

KdyZz m< n, musf bytB (x) =0, jinak by stup# polynomup, ( x)
musel byt alespon.
Kdyz m> n, musi byt polynomyB, (x) a P(x) stejného stupnaby

jejich rozdil mohl byt stuphinizSiho nen. Proto ponnomPl(x) musi
byt stupé m—n. Tedy

R(X)=g+gx+-+ g, X" (479)

Koeficienty ¢ pritom musi vyhovovat podmince aby se v polynomu

R(x)=P(x- B4 q 3=
:(ao+aix+...+ an){“)—((a+ ¢Xr---+ a . 92‘”)( p+ p*+ rp’))

(480)
rovnaly nule prox”, x™, ..., x".
To bude spléno prav kdyz
am = Cm— nbn
—. = Cm—n— bn Cl’ﬁ' I’]bﬁ
a'm 1 1 1 ( 481 )

a,=gh+ah ittt G By

pricemzcleny ve kterych vystupujey s indexenk <0 je tteba
vynechat, neboli polozime, =b,=...=0.
Protozeb, # 0, z prvni rovnice plyne
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m—n

_Gn 482
C 3 . ( )

Potom z druhé rovnice dostavame

Cm—n — am—l _me— anrl ’ ( 483 )

n

atd. Z toho vyplyva, Ze viechny koeficiesfypolynomuP,(x) jsou
uréeny jednoznéng, ¢cimz je dikaz hotov.

Pozorovani

Rovnost (477 ) snadndgpiSeme do tvaru

B(Xx
=B (x)+ (% (484)
c0z znamena, Ze kazdou racionalni funkci Ize zgpkatsouet
polynomu a ryze racionalni funkce:
Piiklad 1

Racionalni lomenou funkci

23 +9x% + 23x+ 17

485
X*+3X+5 ( )
upravime dlenim na tvar
3 +0x% + 23x+ +
2X EZBX 23X 17:2)(+3+ I+ 2 (486)
X* +3x+5 X +3x+ 5

Zlomek na pravé strarje tzv.parcialni zlomek. Je ¥ejmé, Ze
polynom ve jmenovateli parcialniho zlomku méa pamktexre
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sdruzenych kieni a nelze jej tedy dale rozlozit na elementarni
zlomky.

Veéta:

Necht P(R - R) je polynom stup&iniz§iho neQ(R - R). Nech’
dale K ={xOR|Q(X) =0}. Necl* @ OR je k-nasobnyn(k >0)
kotenem polynomQ( x), tj.

(R — R):(DxOR: () =(x-a) Q( )0 ( ¥#0). (487)

Potom existuj&islo AOR a polynomB,(R — R) ktery je bu
nulovy, nebo stuphnizsiho, nez polynorfix-a) Q(X), Ze

DXDR\K:P(X): A + F_{(x) (488)

Q) (x-a) (x-a)"Q(3

Ditkaz

MR\K;PEXL P _(P(9-AQ(A)+ AQ() _

Cislo A zvolime tak, aby platilo
P(a)-AQ(a)=0. (490)

JelikozQ,(a) # 0, stai volit
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P(a)

Pri této volk® A je
a Oker(P(x)- AQ( X). (492)

Je-li P(x) = AQ( ¥ nulovy polynom, mame&u dokazanu.
V opaném gipad pak

(R(R - R):P(X) - AQ(X¥=(xa) H X (493)

"N W s

ProtoZe polynonP(x) - AQ( ¥ je niz&iho stupainez polynom

Q(x)=(x-a) Q(%, (494)
je polynomP () niz&iho stupé nez polynom(x-a)" Q(x), nebo
je to nulovy polynom.

Dasledek

Nech’ jsou spliny predpoklady pedchozi ¥ty. Potom

(A, A,...,AOR,R(R - R)< Q(R - R):
:DXDR\K:P(X): A B A +P"(X)

Q(x) (x-a) (x—cr)2 (x—a')k Q( X/

(495)

Diikaz

Pouzijeme-li ¥tu k-krat, postupé dostaneme
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- Q( ) (496)

Veéta:

Nech’ P(R - R) je polynom stup&nizsiho neQ(R - R). Nech’
dale K :{XDR|Q( X) :O}. Nechh o =a+ib0C,b#0je
k-nasobnym(k >0) korenem polynomuQ( x).

Potom existujtislaM,NOR a polynomP,(R — R) ktery je bul

nulovy, nebo stuphnizsiho, nez polynor(1x2 + px+ q)k_1 Q( %, ze

DXDR\K:P(X): Mx + N P(X

Q00" [ per g (4 pre 4 ol X

(497)

Diikaz

o e PO) (PO (Mxt N) Q)+ (M N G ¥ _
Q(x) (x2 + px+ q)k Q( ¥
(Mx+ N) .\ P(X—-(Mx+ N Q ¥

(x2+px+q)k (x°'+ pX+ QKQX)(

X

(498)
CislaM, N zvolime tak, aby platilo

P(a)-AQ(a)=0. (499)
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JelikozQ () # 0, stai volit

Ma+N=ta) _ Platib) i Mas iMbs N (500)
Q(a) Q(a+ib)
Odtud plyne
m=9 N=c-9@ (501)
b b

Pri této volle M, N jsou
a,a Oker(P(x)—(Mx+ N) Q( %). (502)

Je-li P(x)=(Mx+ N) Q( ¥ nulovy polynom, mame&u dokazanu.
V opaném gipad pak

(R - R):P(x)-(Mx+ N) Q( J=( %+ p* § £ ). (503)

stupré o dva nizsiho nez polynom(x) —( Mx+ N) Q( X.
ProtoZe polynonP(x) - ( Mx+ N) Q( ¥ je niz&iho stuphinez
polynom

Q(x)=(%+ pxt 9 Q( ¥, (504 )

je polynomB (x) niz&iho stup#, nez polynon(x2 + px+ q)k_l Q( %,
nebo je to nulovy polynom.
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Disledek

Neclt jsou splgny predpoklady pedchozi ¥ty. Potom

[M,,N;, M,,N,,..., M ,N.OR,R(R - R)< Q(R - R) :

; DXDR\K:P(X): M+, | Mpx+ I, =+ (505)
Q(x) X+ px+ g (x2+ pX+ q)

Mx+ N, R(X)
+ —+
(x2 + px+ q) Q(x)

Diikaz

Pouzijeme-li ¥tu k-krat, postupé dostaneme

P()_ Mx+N, . B(X
Q) (¢ +px+ g (%+ per g o X
R(Y _ MuxeN, . B(Y)

(x* + px+ q)k_1 Q( Y _( X+ px é]k_l ((%+ px )qk_z @)

Pu(¥)  _ Mx+N,  R(X)

(x2+px+q)q(>§ x>+ px+q Q( ¥
(506)
Integrovani obecnych racionalnich lomenych funkci
Uvazujme funkci
A +
f(R\{a} - R)= _, n=N". (507)
(x-a)

Pccitejme jeji integral
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A1

. —, Nh#l

j dx jA(x— dx= 1 n(x-a)" (508)
AIn|x q, n=1
Uvazujme dale funkci
g(R - R)=— XN o (509)
(¢ + P+ g

Vypocteme
%{(x2 + px+ q) =2x+ L. (510)

Z véty (477) plyne, ze

OP(x)= Mx+ N, Q ¥ =2 x+ p(DKgDRM = kt j

2X+p 2x+p
(511)
neboli
Mx+N=k(2x+ p+ k. (512)
Proto
Mx+ N n:k1 2X+ p n+k2 1 _ (513)
(x2+px+q) (>3+ px+() ()%+ pX )q

Pccitejme integral prvniho parcialniho zlomku:
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_yl_n _ 1 1
j 22X‘|‘p ndx:jiﬂdy:::l_n 1_n(X2+px+ q)n_l, nNz1
(x + px+ OI) y -|ny:In(x2+ pX+ q) 1

y=x+ px+ g=g( 3, g—iZZ)ﬂ- (% de(2 % p dx

(514)
Integral druhého parcialniho zlomku nejprve uprayvim

X = = =
y 4 d 4 4
(515)
Zbyva tedy jiz jen vypéitat integral
1 dy. (516)

" :j(yz +1)n

K jeho vyp@tu pouzijeme metodu per partes:
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(517)

! dgy-2n]—1 4
(y2+1)n .(y2+1)n g n.“(y2+])n+ ‘

f'=1, f=y, g= ﬁ

n '’ g’:
(v*+1)

Coz mizeme napsat jako

,=—Y —+onl -2l (518)
(v +1)

Odtud plyne rekurentni vyjaeni

| :2n—1l N y

- " X (519)
2n 2n(y? +1)

Musime tedy pouze &it 1, . Metodou pimeého invertovani derivace
okamzit vidime, ze

1
|, = I ¥ +1dy = arctany. (520)

Piiklad 2

Vypoctéme integral racionalni lomené funkce

(521)

x* =10 + 36x* — 46x+ 25
3 > dx
X =9X°+ 27x— 27
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Reseni

Danou racionalni funkci zapiSeme jako &itupolynomu a ryze
racionalni funkce:

x* —10x° + 36x° — 46x+ 25, & 2 _
3 5 dx= | x-1+ dx=
X2 —9x% + 27x— 27 X — O+ 27x= 27
NG " 8x—2 X A B C
=—-X+ S dX=—— X+ =+ ~+ dx=
2 J (x-3) 2 (x=3)" (x-3 (x-3)
NG 22 8 0 NG 11 8
=——X+ 5t >+ dX=—=— X-— 5~ .
2 J(x-3)" (x-3 (x-3) 2 (x-3~ x-3
(522)
Piiklad 3
Vypoctéme integral
j OX*3 (523)
2
(x +4x+13)
Reseni

Protoze polynom ve jmenovateli ma komplexnidqy, integrujeme
vlastre parcialni zlomek. Vypé&ieme tedy derivaci

i(x2 +4x+13) = 2x+ 4, (524)
dx

odkud

6x+3_3(2x+4)-9
2X+ 4 2X+ 4

(525)

neboli
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6x+3=Mx+ N=k(2x+ p+ k=3 2% 4- ¢ (526)

Mame tedy
J‘ 6x+ 3 ZdX:J' 3(2x+4)—92dX:
2
(x* +4x+13) (% + 4x+ 19

= j 2X+4 2dx—9j L > dX
(x* +4x+13 (% + ax+ 19

(527)
Integraly na prave strarbudemeesit substittini metodou:

J‘ 2X+ 4 _dx= J‘_dy_ 1_ 1

(x +4x+13 y X +4x+13

y=xX +4x+13=¢(X), d—i/:2x+4—¢(>§ dy=( 2% 3 d
(528)

j(xz +4i+13)2 OIX:J‘[(X+2;2 +9]2 e J‘ﬁ i

arctary .y |_
2 2( y* + 1)

1 X+ 2 3(X+ 2)
=~ | arctan——+ .
(x+2) +9

_1J‘ 1 1
(e 2

x=3y-2=¢(y), ——=3=¢'(y), dx= 3dy, F%ZE¢_1(>(

(529)
Koneiny vysledek potom je
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6X+ 3 3 9 x+ 2 3(x+2)
> aX=—— ——| arctan + 5
(X2+4X+13) X“+4x+13 5 3 (x+2) +9
(530)
Priklad 4:
Vypoctéme integral racionalni lomené funkce
J‘ 3x° +20x" — 45¢ + 4J><22 & 8 (531)
(x3 —4X° + 2%+ 4)
Re3eni
[ —3x° + 20x* — 45¢C + 41¢— &- 8
J (x3 —4X% + 2x+ 4)2
® _n,5 4 _ _
3x° + 20x* — 45¢ + 4])(22 8 %Ix: (532)
2
. (x=2)*(¥ - 2x+2)
[ A B Mx+ N Ox+ p
>+ + 5+ dx
J(x-2)° x-=2 (x2—2x+2) X = 2x+ 2

Integrand vynasobime spolgym jmenovatelem a mame
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Al -(2x-2) + B #-(2x T (= 3+( Me N( x 2"+

+(Ox+ p)( X -2x+2)(x2)° =

= A X -2 (2x-2)+(2x- 3"+ B 2= 2%( 2 3+( 2¢ F|( x Pr
+(Mx+ N)( @ -ax+4)+(Ox+ g %-2x ( k- 4% 4=

=A(X' -4 +8X-8x+ 4+ H ¥- 4%+ 8%- 8% I x P+

+(Mx+ N)( 2 —4x+4)+(Ox+ P £-6 X+ Ux* —16x+ § =

= AX' -4 AR +8 AR -8 Ax 4 A BX- 6 Bk+ 16 Bx 24 B 20 Bx 88

+Mx® —4MX* + 4Mx+ NX — 4 Nx+ 4 N+ OX— 6 O%+ 14 O¥% 16 O+ 8 Ox

+Px' —6PX +14PX - 16P» 8P,

(533)
Z ¢etnosti vyskytu hledanych koeficiént jednotlivychélenech
tohoto vyrazu sestavime mati€i v niz jednotlivé sloupce plnime
shora dal sestupt podle klesajici mocniny prainné odpovidajiciho
¢lenu. Koeficientyitatele integrované racionalni lomené funkce
budou tvdit vektorv pravych stran:

A B M N O P ;
¥ 0 1 0 0 1 O
\ 20
X 1 -6 0 0 -6 1 Ca
K=|x* -4 16 1 0 14 -6|,v= M (534 )
x> 8 -24 -4 1 -16 14 A
XX -8 20 4 -4 8 -16 :
X 4 -8 0 4 0 8

Gaussovou eliminai metodou (GEM) odtud dostaneme
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Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855)
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hledané koeficienty

7

ame

Odkud zgtnym chodem GEM zisk
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P=1,
O =-5,
N =-1,
M =3,
B=2,
A=1.

(536)

Mame tedy integrovat parcialni zlomky

dx, (537)

j 1 2, x-1 &1
(x=2)° x=2 (x-2x+2)° X -2x+2

Cc0Z nam s pouzitim metod odvozenych v této kapiteleudeiniti
zadnych potizi:

j 1 ax=-—1 (538)
(x—2) X—2
idx:2ln|x—a (539)
X—2
2 2
o5x -1 X X" ( jd
x2—2x+2 = 2x+ 2 2x+ 2 X — 2 2
:_5 __Qi_é_dx_4 b e
2) x*-2x+2 J ¥ —2x+ 2
:—§ 22X—_de—4 —1de:
2) X -2x+2 J(x-1)"+1
= gln(x —2X+ 2) Aarctaf x— )1

(540)
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J. a1 dx—f’j 2x—§ dx_3j(2x—2)(2—§jd
( (

2 - 2 - 2 X=
x2—2x+2) 2 x2—2x+2) 2 ()3—2x+3
:§ 2X— 2 _dx+2 1 _dx=
2, (x2—2x+ 2) J ()(2—2x+ 2)
:§ 2X— 2 _dx+2 1 _dx=
2, (x2—2x+ 2) . [(x—1)2+1}
3 1 x—=1
=-——————t+2]arctanx- J+ =
2 X% = 2x+ 2 =3 2[(x—1)2+1}
x-1 3
= - t - 1=
X2 —2X+2 2(X2_2X+2)+arcar(x ;
B 2X—-5 B
_2(x2—2x+ 2)+arctar(x )
(541)
Takze vysledkem je funkce
J‘—3x5+20x4— A5¢ + 4DC— - %X:
(x3 — 4% + 2x+ 4)2
_ 1 o2 n[ @ - S _ _
—2_X+2In|x 2 2In(x2 2X+ 2)+2(x2—2x+ 2) 3arctafix— J
(542)

Celarada specialnich substituci aplikovanych na trarceetmi
funkce mize rovrez vést na integraly racionalnich lomenych funkci.
Predvael’me si ot nékolik jednoduchych ukazek:
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J‘ 1 dx:j COSX J‘
(sinzx) COSX S|ﬁx t S|ﬁx y2 1 y2

:I1+ 1 _|_ | y+1
v 2(y+]) (yﬂ) Yy 2 |y-
1 1 sinx+1
=-———+=In|—
sinx 2 |sinx-
y=sinx=¢(x), g—iz cosx=¢'( ¥ , dy= cosxdx
(543)
2y 1-y
SiNX COoSX _ 1+y 1+y 2 .,
dx= dv=
j(sinx—cosx— Y ,[ 2y 1-y’\1+y? Y
1+y2 1+y2
[ -y(y+)
= dy:
J (y—l)(y2+1)
[ -1 1
= - dv=
Jy-1 y+1 y

=-In|y -1 -arctany = - + tan. - ‘ 12(
¢

X dx _
=tan—, X= 2arctary= =
Y 2 v=¢(y) . dy 1+ y2 (¥
dx= > dy,  sin x= 2y2 : cosxiy2
1+y 1+y 1+ y?

(544 )
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J‘ 3Vx-1

2x-1-3x-1

_[_3y _ [ 18y
X_.[Zy“y“wdy_IZ—ydT
32
:_18j(y + 2y + 4y + 8y+ 164-—y 2) dt=
y ,2y' 4y 8y
=-18 = 16y + 32Ijy— 2|=
[5+4+3+2+ y + '1)’?-
18, 5 4 3
= -1) —96 — — 245 — —
—(x-1)° - 9g(x- 9" - 24 x
—72?/(x—])2—283/x— - 5761/ x- & |2

y=x-1, x=y+1 ——=6y, dxe6ydy

(545 )
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-“\/_X2+6X_8dX:J‘ 1+ y2 _4y dy:
023" eary)_ [ A2 ey
2 -1 -3
1+y 1+ y°
o _8y2
= d —
J )5+ )
:~ 1 6 + 5 dy=
J1+y' 3+y’ 5+y
:arctany—% arctan\%—gh/_ 5arctaj.|%:
J-X2+6x-8 6 J-X + 6x- 8
= - - tan
arctan — \@arca -2 +
J-32 +6x-8
+ /5 arctan
arctan Bix-2)
~X* +6X-8 _ ,_
y= IOy, (x-f = (x 34 3.
2(2+y) dx_ -4y
*(x-2 =4-X, X=——"= , — = =4 ,
(x-2) =00 G e
- 2(2+y?
dx=—2Y__dy =% +6x 8= ( Z)— =2
(1+y?) +y 1+y
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Jednoduché Fyzikalni aplikace Leibnizova integralu
Pohybové rovnicé&astice v konzervativnim silovém poli

Z predchozich fiklada jiz vime, ze fyzikalni vetiny rychlost a
zrychleni jsou definovany coliasove derivace drahy

_dr
w_ (547)
T

Ve fyzikalnich aplikacich jsme nigstji postaveni ped problém, kdy
zname tvar silového pole a tedyipth jeho intenzitya, pricemz
mame nalézt rovnice popisujici drahu testovastice v tomto poli.

Piiklad 1

Nalezréme pohybové rovnice hmotného bodu pohybujiciho se
v homogennim silovém poli o intenzia = (0,0,~a), s p@ateni

rychlostiv =(v;,V,, V) @z mistar, = (ry,,F ol o)
Re3eni

Dvojnasobnou integraci intenzity pole podiéesu ziskame okaméit
parametrické vyjaigbni drahygili hledené vektorove vyjaeni
pohybovych rovnic testovac¢astice v daném poli:

r,=| |0dt? = v, dt=vt+r, =r,,
r,=| | 0dt’ = | v, dt=\,t+ r,= vicosa + 1,,,
([ at’® at’ .
Iy = —adt2:j—at+\é dt:—7+ g+ 53:—7+ vBIna + g,

(548)



176

PovSimriEme si, Ze po kazdé integraci nam vy&kategrani
konstanta s fyzikalnim roz¢rem odpovidajicim dané arovni
inegrovani (po prvni integraci intenzity jsme nawvim rychlosti, po
druhé integraci na urovni poloh), ktera vyja@ paateni podminky
ulohy (v daném fipadt pocateEni rychlost a pdateni polohu wase
t = 0). Uwkdomme si dale, ze v homogennim silovém pdlzeme
vzdy s vyhodou natat souradny systém, ve kterém ¢gitame tak, aby
se nam jedna ze slozekdadeini rychlosti anulovala, jak jsme to

v nasem fikladu (&inili se slozkow;. Zbylé d¥ komponenty
pocateini rychlosti jsme nakonec vyjéll pomoci velikosti celkové
pocateini rychlostiv v polarnim sotadném systému, kde Uhel
nazyvameelevatnim thlem.

Obr. 19

PoruchovéreSeni pohybovych rovnigastice v nekonzervativnim
silovém poli

Piiklad 2

Predchozi ulohu rizeme povazovat za idealizovanygad

skute&nych pohyli, mezi #z pati nag. vrh Sikmy vzliru

v gravita&nim poli Zeng. Idealizace je fitom dvojiho druhu:

Zaprveé, realné gravitai pole, jak na Zemi, tak i na kterémkoli jiném
nebeskémeétese, je vzdy obeémehomogenni a obvykle se blizi spiSe
central® symetrickému poli. Pokud se vSak zajimame pouzse
drdhy mnohem kratSi v porovnani s potoem Kivosti gravitujiciho
télesa, nedopoustime se velké chyby, povazujemddi e takto
kratkém useku za homogenni.
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Zadruhé, pokud zkoumame pohyb testovacétesa v odporujicim
prostedi planetarni atmosféryigobi na&leso krond samotného
gravitatniho pole je&ti odporova sila okolniho prdsdi, kterou jsme

v piredeslé uloze ignorovali. Tato silatpm maze ovlivnit vyslednou
drahu realnéhcilesa pomirné znatel. Podivejme se tedy, jak se cela
situace zmini, budeme-li uvazovat ro¥a i odpor plynného prostdi,
jimz se testovacékeso pohybuje.

Reseni

Slozky odporoveé sil¥ jsou v gipack turbulentniho proushi dany
Newtonovym vztahem

_CspV¥
F, = ,
2 (549)
_Cspy’
==

Vzhledem k tomu, Ze izeme sotadny systém vzdy vhodmatait

tak, aby se nam jedna ze slozek rychlosti anulovaideme vzdy
zaridit, aby se nap druha komponenta odporové sily stala nulovou a
uvazovat tedy pouze prvniigti komponentu.

PovSimréme si nyni, ze pro slozky rychlosti, pomoci nichz
vyjadrujeme tyto d¥ slozky odporové sily, plati:

_dn,
1=,
dt (550)
_dy
°odt

Tedy draha kterou gitame, je funkci rychlosti, ktera je alechp:

v kazdém boé&la v kazdéntase funkci drahy, jiz gitame. Tento typ
zpétné vazby vede k nelinearnim diferencialnim rovmickteré
reSime tzvporuchovou metodou
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V nulté aproximaci zcela zanedbame odpor peal$ta zapiSeme
pohybové rovnice v konzervativnim poli, jak jsmengdezli v minulé
uloze:

r, =vtcosa ,
at’ . (551)
I’3 = _7 +VtSIn0',

kde jsme nyni navic polozili gatek soustavy sdadné do
polohového vektoru vaset = 0 (p@&ateini poloha)¢imz jsme jej
rovnéz anulovali.

V dalSim kroku vypsteme slozky rychlosti

(552)

Odporova sila tvid z fyzikalniho hlediska tzyporuchu, kterou je
treba gicist k bezporuchovémigsSeni ( 551 ). Tato porucha bude
podle 2. Newtonova zakona generovat zrychéeni

.
I

(553)

£
I
3 |c.o-n 3 |,:|'|

které bude fisobit proti smru pohybu a bude nam tedy kratit
vyslednou drahu.
Jeho dvojnasobnatasovou integraci dostaneme

o M o 2
—a,dt® = “hoge= -5
JJ J m 2m
. c E e (554)
—q,dt’ = | -2 dt=-2—.
L ag [ 4 m Zm




179

Tyto zaporné drahové useky t¥poruchovou korekci prvnihi@adu,
kterou nyni picteme k bezporuchovéntasSeni ( 551 ):

CSov t -t C0$7—CS'0\} tcosa
4m

I, =vtcosa -
4m
2 2 2 CSpt( wina - aj’
r;:—£+vtsina—cs'0\é f:_at + Vvt sing — A4 )
2 am 2 am
(555)

Opakovanim naziianého postupu tizeme ziskat stale dalSi a dalSi
¢leny poruchovéady, které reprezentujEisi a \&tSi zgresreni
reSeného problému. Sfidme si je&t pro ukazku poruchow§ien
druhéhoradu:

V= lertl — Veosd — CSp\;u:osza
S | (556)
dr’ _ CSpl( Vsin®a — 3vatsing + 28 f)
Vv, =—2 = vsing - at—
2m
Odkud
"= vt cosar - CSpV fcosa CSpVf _
4dm 4m
CSp V¥ tcoda CS,ot"(Z mweosy — CP ¥ toéa)
= vtcosa — -
4m 16n7
2 CSpt(sina - al’ 2
r;':—£+vtsina— P (vsma a§ _Cop l2:
2 4m 4m
2 L2
__al o CSpt(wina - a)”
2 am
CS,otz[Z n{ sina - aj- C® (t vsifa — 3 taina + 2azt2)]2
) 16m°

(557)
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Nelze si nevSimnout, Ze velikadeni vysSihoradu poruchového
rozvoje velmi rychle klesa. Omezime-li se tedy #skofik prvnich
¢lend, ziskdme jiz velmi dobrou aproximaci realné sieipoo
realistické vstupni parametry.

Jiz nami nalezeny poruchovy rozvoj druh&hdu dava pro vrh Sikmy
v homogennim zemském gravitdm poli a vzdusném prasdi (i
normalnim tlaku a teplét realné balistickéikvky pro vSechny &né

v Y 7

homogenni a kompaktni projektily négnejSich tvalfi.

Obr. 20

Uvod do teorie linearnich diferencialnich rovnic

Ziskané poznatky o Leibnizéwntegralu nyni vyuzijeme pr@seni
diferencialnich rovnic, tj. rovnic s neznamou skyv derivaci.
Podobg, jako je tomu fi feSeni integrdl, takéreSenim
diferencialnich rovnic nejsatisla, ale operatory zobrazeni (funkce).
Teorii diferencialnich rovnic si namisteigné formalniho pistupu
vybudujeme s pomoci 13igladi, jez si v této kapitole postupn
vyreSime.

Rovnice 1 a 2 jsou jert@strojenymi integraly, rovnice 3 az 6 jsou
diferencialni rovnice se separovatelnymi pgomymi a zbytek budou
linearni diferencialni rovnice prvnilfddu. Diferencialnimi rovnicemi
vysSichradi a soustavami diferencialnich rovnic se v tételnici
hloukgji zabyvat nebudeméeSeni skterych jednoduchychifpadi
tohoto typu si pesto pedvedeme v ukazkach aplikaci v nasledujici
kapitole.



Priklad 1

Zadani

y" =Ssin X+ CosX ; Q=1
y(0)=0
y'(0)=1

Reseni

= | —sinX— cosx+ bx+ c dx= cosx sin¢

y= “‘sinx+ cosxdi:jj— coS+ sind adk=

Okrajové podminky davaji:

—-cosO+ sinBra= & a= .
—sin0— cosOFb = G:b;:
cosO- sinBrc= &c= 0.

Vysledek:

y = COSX— Sinx+ X + x.

Priklad 2

Zadant

N>
I
ol

y' =12x; y(
y'(0)=

181

(558)

+ b ¢

(559 )

(560 )

(561)

(562)
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Reseni

yzjlexd%zj&h ade 2 X+ ax (563)

Z okrajovych podminek plyne

c=2: d=5. (564 )
Vysledek:
y=2x2 + 2x+ 5. (565)
Priklad 3
Zadani
,_ €
3y°ty(0)=e (566 )
Y=y
ReSeni
1)
d
3y2d—§</ = ¢
3y° dy= €& dx
j3y2 dy:j g (567)
y+a=€+b




Z okrajové podminky plyne:

Jgl+c=ze= c= é-1.

Vysledek:

2)

ﬂ’zﬁ

dx

ﬂ:dx

Jy

jy'“ dy:j dx

2\Jyta=x+Db

Z okrajové podminky nyni plyne:

c=¢€

Takze mame vysledek:

183

(568)

(569)

(570)

(571)

(572)



Priklad 4

Zadant

Priklad 5
Zadant

e
Y I e

Reseni

dy _ g
dx e (1+ @)

X

e’ dy=

\ —
J.e dy= I e

ey+a:In‘ e‘+1\+ b

y [In ezln[ln‘ é‘+1‘+ cﬂ

Vysledek:
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(573)

(574)

(575)

(576)

(577)



Priklad 6

Zadant

Vysledek:

X2
= k[lé&xp — |.

Priklad 7
Zadani
y' —2xy=2X.

Reseni

185

(578)

(579)

(580)

(581)

Jedna se bnearni diferencialni rovnici prvniho Fadu, takze pi

hledani jejihdeSeni pouzijemmetodu variace konstanty
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1) Partikularni FeSeni

y' —2xy=0
y' =2xy

10y _ 5 (582)

In|y|=x+a (583)

y=cl& . (584)
2) Obecné’eSeni

Touzime-li nalézti obecn@seni rovnice ( 581 ), nebude jiz struktura
c vystupovat jako konstanta, alébrz bude obdankci prongnnéx,
tj. bude platit:

y=c(X)E. (585)
Derivaci rovnice ( 585 ) zjistime, ze

y =c(X)E +2d yOx&. (586)
DosazeninfeSeni ( 586 ) do rovnice ( 581 ) obdrzime

(B + Q[ 2x€-2x€|=23 (587)
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Vidime, Ze metoda nam anulovala vyraz v zavorce.

Lze snadno dokazat (ponechavam jako jednoduchéaawideni),
ze metoda takini zcela obect nikoliv pouze v tomto konkrétnim
piipad. Mame tak

¢(x)E =2%, (588)
Cili
X3
c(x):Zj — dx. (589)
e

Substitucly = X nejprve integral ( 589 ) upravime na tvar
c(x) :j yEY dy, (590)

a ten dopditame per partes:

Jy[@'y dy=- yjéy—J— e dy- €( y1)+ , (591)
kde jsme volili
f'=e”; g=y. (592)

Po kon€ném odsubstituovani tedy mame

c(x):—e‘xz(%+1). (593)

Dosazenim tohotteSeni do formule ( 584 ) obdrzime obetegeni
rovnice ( 581 ):

y:[(—x2 -1) " + c} e (594 )
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neboli
y=CE - ¥-1. (595)

Poznamka: na tomtailadu jsme podrokindemonstrovali princip
metody variace konstant.
V dalSich pikladech jiz proto mizeme postupovat trochu rychleji.

Piiklad 8

Zadant

(1+7) 0 - 2xy=(1+ %), (596 )
Re3eni

Rovnici nejprve upravime na tvar

y +yOp( X = o X (597)
(line&rni diferencialni rovnice prvnitfadu):

- 2Xy
1+ X?

=1+ % (598)

Nalezneme partikularitéseni:
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, . 2Xy
1+ x?
1dy  2x

ydx 1+ X

1, | 2x
J‘ydy—jl+X2 dx (599)

In|y|+a:In‘1+ x2‘+ b
y=¢ [Q1+ xz)

Partikularni /eSeni
y=crfi+ x). (600)
Poznamka: prohlédneme-li si jg§tdnou sekvenci krak( 599 ),

jimiz jsme dospli k partikularnimureSeni ( 600 ), snadno dégme
k zawru, Ze partikularnfeSeni je obeendano jednoduchou formuli

y=elti® (601)

Dle modelového fikladu 7 nyni hledame obecigsSeni, pro ktere, jak
vime, plati:

c(x) 1+ x) = (1+ %), (602)
gili

¢(x)=1. (603)
Odtud

c(x):jdx: x+ C (604)
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Dosazenim tohoto vysledku za konstamtio partikularnihgeSeni
nalézame

Obecné&esSeni
y=(x+C){1+ %). (605)

Nyni je nacase, abychom si odvodili jednoduchy recept, jemikre
prostym smrsknutim vSech kribkySe popsané metody do jediné
formulky, kter& chrliteSeniinearnich diferencialnich rovnic
prvniho ¥adu rovnou. Tento vzorec zni:

y:e[p(lx)dXUq(x)Eé"(x)dX x+ % (606)

Jelikoze 1 * nenf nic jiného, neZ nase staré dobré partikularni
reSeni ( 601 ), plyne odtud dosazenim z ( 5986G0() do vzorce
(606 ):

y=eifu )21 o (o 2 ar 0efar 3=

:(1+ xz)(x+ C).

(607)
To jiz vypada stejgijednoduse, jako recept na omeletu — neni-li
pravda. Tak jej ihned vyzkouSejme na dalSitklpdu:
Priklad 9
Zadant

y +3%¢y=x; y0)=2. (608)



Partikularni #esSeni
-3 x? dx -
y=e Peax_ clle” .

ObecnéesSeni
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(609)

y:cEE‘XSEE%I%DéS dx %: ‘ef’EI 30 dx RIE &=

—ce’ +1,
3

(610)

Poznamka: integral jsme vygetli substituct = x°, ktera postuph

dava:
— =3x%?,

dx
dt = 3x¢ dx,

g.

3

t
X2 (& dx:} 6 del+ Fi+ .
3 3 3

Z okrajové podminky pak plyne:

=2=C=

C+

Wk
w!lo

odkud mame korimy vysledek:

y= %(Se‘xs + 1).

(611)

(612)

(613)

(614)
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Piiklad 10
Zadant
y' +y=sinx. (615)

Partikularni /eseni

y=el®= e (616)
Obecné&eSeni
y:cze-X[H%@in X dx- %: é‘[jsin K6 dx [ [@ 8=

= %(sinx— cosx) + CLE*

(617)
Poznamka

Integral jsme pdaitali per partes, ve dvou krocich s vyslednym
zacyklenim:

jex [$in x dx= € sin x—j @cos xdx ’Bsin x Xecos—xj esin x

(618)
odkud

ZJ‘eX sinx dx= €&('sin x cos}, (619)

cili



jexsin X dx= e—zx(sin X~ COS¥.

Okrajova podminka dava

lic=0=c=1
2 2

Vysledek:

=l cosc )
Piiklad 11

Zadant

Na intervalu ( O ) vypcctéte
y +3x Oy=2x°; y)=1
Partikularni ifeSeni

1
= & _ e |
x|
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(620)

(621)

(622)

(623)

(624)

Protoze seifkladfeSi pouze na intervalu ( ;), nebude hrat
absolutni hodnota Zadnou roli, takZe ji v dal$&®eni jiZ nemusime

psat.
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ObecnéesSeni

—i E ~3 :3 %:_1 = 3
y_x?’[EcJ‘XQD( dx+k} FH o= )gEQZXI- g=2%+ CX

(625)
Okrajova podminka:

2+4C=1=C=-1. (626)

Vysledek:

y=2 - (627)

Priklad 12
Zadant
y —2xy=2X. (628)

Partikularni #eSeni

y=edx® = @™ = @z (629)

Obecné&esSeni

(630)



Priklad 13
Zadant
Na intervalu(—i—zT,LzT) vypoctéte:

y' — y[danx= x[cosx.

Partikularni #eSeni

y — e— tanx dx _ én|cosx|+a — d:l:bOS *
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(631)

(632)

Absolutni hodnota afh nehraje roli, z podobnychidoda jako
v piikladu 11 (kosinus je na intervaﬁu 7—2”—;) vSude kladny).

Obecné&eseni

(633)
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Jednoduché griklady pouziti linearnich diferencialnich rovnic
Priklad 1 - Chladnuticaje

Za jak dlouho séaj ohraty na 100°C ochladi na 25°C, jestlize se na
60°C ochladi za 10 minut?

Predpokladejme, Ze teplota okolniho vzduchu je karisfaa rovna
0°C, a ze rychlost ochlazovani jmpo untrna rozdilu teplotaje a
okaoli.

Reseni
Slovni Uloha zjevévede na diferencialni rovnici

dT(t
L:—/1T(t), (634)
dt
kde funkceT(t) je primo rovna rozdilu teplotyaje a okoli, vzhledem

k tomu, Ze do teploty okoli vkladamedabek soustavy sdadné, ve
které pa@itame. Integraci této rovnice

deTT(t;):- Idt (635)

dostavameeseni

INT(t)=InT, =-At+1 (636)
neboli

T(t) =T, exp(-At) (637)

kde konstanty s indexem 0 maji vyznanéggesnich podminek.
Dosazenim odpovidajicich hodnot nejprve Wpme parameta :



197

60=10@&""
In60=In100- 101 , (638)

1= IN100- In 60_ 0.05
10

A nyni jiz ugime hledanou dobu chladndtje

25=10@ %™

In25= In100- 0.05 (639)

. In100- In25
0.05

= 27 min

Piiklad 2 - Linearni harmonicky oscilator

Jeho pohyb je @en rovnici

‘i';t"fmfw:o, (640)

coz jelinearni diferencialni rovnice druhéhoradu. Protoze #ejmeé
plati

Y _d(l ,
88310

a odtud rovnz

d_wgdig:g{g(y”ﬂ, (642)
dt dt dt| 2\ dt

dy

muzeme rovnici ( 640 ) rozsi funkci E:



dt df? dt dt| df

d_wgﬂ+af ﬂ@:%[ﬂ.sz

a poté vyjadt ve tvaru

2
E E[d_wj +£a)2@2 =0 .
dt| 2\ dt 2
To vSak znamena, ze

dy )’ 2 _
(dtj + o [P? = konst

Ozna&ime-li
konst = ( kDfu)2 ,

ziskame rovnici

] wotew)

VYA L)

dy
k2 _wZ

= wdt

pripraveny k integrovani.
Mame tedy integralni rovnici

= | wdt .

=

w =0
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(643)

(644 )

(645)

(646 )

(647)

(648)

(649)
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Zavedeme substituci

Y =k$inx (650)
a odtud

dy _ _

T k [cosx= dy = klcosxId> . (651)

Vyintegrujeme nejprve levou stranu rovnice ( 649 ):

dy k [EOSX dx = J' kCcosx dx=
JK - I VK- K Bin? X K3/ 1- sin’® x

_ [ cosx dx:jdx
|cosX

(652)

Porovnanim tohoto vysledku s pravou stranou rovag#9 )
dostaneme

dx=wdt, (653)
c0z po integraci da kotey vysledek
X=wt+a . (654)

Dosazenim do substitni rovnice ( 650 ) nyni nalézame obe¢egeni
rovnice ( 640 ) ve tvaru

Y =kBin(at+a) . (655)
Piiklad 3 - Radioaktivni rozpad jader
PoloZzme si nyni otazku, jak se budenmaktivita A

radionuklidového ziace v pfibéhu casu. Véasety bude z&c¢
obsahovalNy nestabilnich jadeCasova zrina patu téchto
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nestabilnich jader bude zjeyprimo Un€rna tomuto pétu (¢im vice
nestabilnich jader #& obsahuje, tim vic se jich za jednotiasu
rozpadne), coz zapiSeme

A=—""=-)N, (656)

kde znaménko minus na pravé stramvnice zohleduje, Ze poet
nestabilnich jader &sem klesa. Konstanta &dmostiA charakterizuje
rychlost, s jakou tento get klesa, tj. jak sil&radionuklid v daném
okamziku z&i. Diferencialni rovnici ( 656 ) snadnoiggime metodou
separace proémnych:

dWN:—AJdt, (657)

C0Z po integraci dava
INN -In N, =-At+1,, (658)

kde integrani konstantd, odpovid&asu, do kterého klademedsb
nestabilnich jader rovey,. Definitoricky tedy nizeme polozity = 0.
Po Upra¥ odtud dostavame

N = N, exp(-At), (659)

coZ je znamyozpadovy zakon

Rozpadova konstanta/ je zakladni charakteristikou specifikujici
vlastnosti kazdého radionuklidu. Polozme si nyazkti, v jakentase
poklesne aktivita daného radionuklidovéhoi & @resré na polovinu.
Z (659 ) plyne okamztodpowd’ v podolE exponencialni rovnice

1= 2exp(-AT,,), (660)

coz po zlogaritmovani dava
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0=In2-AT,,, (661)
gili

In2
Tya = (662)

Konstan& Ty, odvozené z rozpadové konstadtyztahem ( 662 ),
fikAmepolocas rozpaduradionuklidu a je to dalSi vyztiaa
charakteristika radionuklidvéhoizée.

Prepiseme-li rozpadovy zakon ( 659 ) s pouzitim @ado rozpadu
namisto rozpadové konstanty, obdrzime jeho altemiatyjadreni:

t

N=N,2 " (663)

Obr. 21

' (
f |

N "ﬂ'paoéa?_?o'zuﬁaaﬁd'_: .Va:?Sihordih

] =
stfedni doba Zivota=T =|7,2 hod
]

E i ;;\*
| I

--‘-_"'--__;

™ —~——
S

v |f— S —
[__ ——

10 20 25

t, hod

Aktivita radioizotopu klesa exponenciilné s ¢asem.

V praxi je vSak cela situace obvykle komplikovaim,tze pouzity
radionuklid jeclenem ®jaké rozpadovéady. Rozeberme si nyni
alespa nejjednodussiifpad radionuklidury, jehoz rozpadem vznika
radionuklidR,, ktery se dale rozpada na jiz stabilni nuklid.cPot
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pravcEpodobné péty jader obou nuklitl N4(t) aN,(t) budou
vyhovovatsystému diferencialnich rovnic

dl\tl (664 )
d—t2 = /]1N1 - /]2N2 ,

Prvni rovnice systému se tyka jednoho vychozihdidulR; a je
shodnd s vySe diskutovanyrfigmdem. V druhé rovnici udava prvni
¢len na praveé stramrirtastek radionukliduRr, vznikajiciho rozpadem
nuklidu R; a druhyclen ubytek jader nuklid®, zpisobeny jeho
rozpadem. Znami&sSeni prvni rovnice

N, (t) = N,(0) exp(-A,t) (665)
dosadime do druhé

dN,

AN, = A,N,(0) exp(-A) , (666 )

coz jenehomogenni diferencialni rovnice prvnihaadu. Polozime
N, (t) = f(t)exp(-A,t) . (667)

Zrejme musi platit f (0) = N, (0). Po dosazeni Zs,(t) do
nehomogenni rovnice dostaneme jednoduou rovnidi(Prgejimz
reSenim je

_ AN (O)F 1,
f(t)=N,(0)+ ) d-) (668)
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(e - ™). (669)

Pro N, (0) = 0 doséhne prawgodobny poet jaderR, maximalni
hodnoty vcaset,, , ktery je dan podminkogclj\l—t2 =0. Z uvedenych

vztahl nalezneme

Ini

= A (670)

Z druhé rovnice ( 664 ) plyne, zgaset,, bude
AN, (t,) = AN, (t,) (671)

a proto aktivity nuklid R; aR, jsou véaset,, stejné.
Prozkoumejme je&t k jakym modifikacim rozpadoveho zakona
(659 ) rovnice ( 669 ) s vychozimdiem jadem, (0) = 0 vede.
Predpokladejme nejprve, Z& > A,, a zapiSme rovnici ( 669 )

S pomoci aktivit

A (1) = A(0) -2 [1- e | e, (672)

Prot = je exponenciela v hranaté zavorce prakticky

1 2
zanedbatelnatki jednicce acasovy vyvoj aktivity se budédit
prostym exponencialnim zakonem ( 659 ) s rozpad&eoistantowu,
(viz obr. 22)
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Obr. 22
1
Alt) -
A0l | agRa=Ry T,=67r
T,=191r
06t
|
l
041 {
2287,
02 ty=48hr
|
|
]

072 4 6 8 10 tlroky)

Zavislost relativni aktivity radionuklidd R, = *3Ra a R, = “gThnacase. T, > Ty,

aproto 4, < 4,

Pro A, <A, upravime ( 669 ) na tvar

A (1) =—2 11— A (673)

Procasyt = > - se bude},; (t) liSit od A (t) pouze o

AZ _Al In &

Al

multiplikativni konstantu a budeme proto mit pgro(t) exponencialni
zakon ( 659 ) s rozpadovou konstan#qu
Odtud je jiz patrné, jak bychom postupovalifigadech, kdy mame
radioaktivnitadu obsahujici vice radionukiid
Nasledujici dva obrazky ukazujitih rozpadoveé #vky pro A, <A,

aproi < A,.
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| Celkova, aktivita
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Uvod do teorie Riemannova integralu

Bernhard Riemann (1826-1866)
Priklad 1

Ur¢i, ktera funkce vytvi s usékami y =0, x, Gtvar o obsahu

s=Z. (674)

Reseni

Zmeéni-li sex na x+ dx, zméni seSna S+ yd» a dale plati

S+ ydx:E( Xt df:} sk dx xde IX (675)
3 3 3
Odtud
3
y:X—+x2+xdx+ﬁ——S: X + xdxri)%. (676)
3dx 3 dx 3

Protozedx —» 0, mizeme jej zanedbat a dostavame hledanou funkci

y=X. (677)
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Obecny postup nalezeni obsahu mnozirdené grafem funkcgje
tedy nasleduijici:

1) Vezmeme nekorimé maly Usek délkygx na osex.
2) Obsah nekonm¢ Uzkeho obdélniku 84y dx a délkyf(x) pak
bude f (x) dx.

3) Zbyva <itat nekonéné¢ mnoho takovychto nekowtiee malych
obsal.

Vznikly sowet provedeny na intervalia, b) nazyvame
Riemannovym integralemna intervalu <a, b> a zn&ime

b

j f (x) dx. (678)

a

Ctend jisté nemohl pehlédnout zjevnou souvislost mezi nalezenym
obsahem plochy vymezené funk@d) a osoux s vysledkem
Leibnizovskeé integrace téze funkce:

2 X’
X dng. (679)

Tato souvislost vskutku plati zcela ob&engesrt ji vyjadiuje
nasledujici ¥ta.

Hlavni Riemannova ¥ta

Neclt f je funkce spojita na intervalia,b) - R. Nech’ dale
FO(a,b):(Ox0(ab: F( = f( 3). (680)

Potom existuj&islo
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b

jf(x)dx: F(9- F(3 (681)

a

takove, ze

n b

Zm(x_)'(‘l)s_“ f( %) dxsZ M( x= X.), (682)

i=1 a

kdem, resp.M; je minimum, resp. maximum funké@a intervalu
(X0:%)-

Ditkaz

Mame dokazat, ze

n

S (- x)s HY-HAsY MO m) (689)

i=1

Za timto &elem vyjadime vyrazF (b) - F(a) jakotadu

F(b)-F(a)=F(x)- F(%)=
=F (%)= F (%) * F(%a) = F(%.)+
+F (%) - F(x)+ F(x)- F(%)= (684 )

¢imz dostavame nerovnost
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S (- x)= Y LF)- Hx)]e Y Ml ).

i=1

(685)
Stati tedy jen dokazat, ze
m(x-x.)s F(x)- H x1)< M( %= x,). (686)
To je vSak snadné, nebpodle Lagrangeovyéty
06 O(x%) D(ah): F(x)= H xy)= F(§)(x= %)) = (687)

= (&) (%~ %)

Krom toho
ms f(&)s M, (688)
a proto
m(x->)< f(§)(x- xa)s M(x= %), (689)
neboli
m(x=x.)< F(x)= H x) < M{x=xy). (690)

Se&teme-li tyto nerovnosti, dostdvame kong dikaz, ze

n

Zm(x— M)SZ[ F(x)- H ?@J]SZ M( x=xy),

i=1
(691)
COZ je ovsem totez, jako

n

Zm(x-m)s R - F(E)Si M( %= %), (692)

i=1
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cili

(693)

f()9 dxgzn: M( X~ ixl)'

im(x-x_l)

Obr. 24

X

AN

AN
ik
M
N
N
N




Veéta o aditivig Riemannova integralu

Nectt f, g jsou funkce spojité na interva(a,b), c,d 0R. Potom

b

j(cf(x)+dg(>9)d>c ; { X dx fi 6 X c (694)

a

Ditkaz

Nech’ funkceF, G jsou spojité na interval(a, b> - R, anechk

OxO(ab): F(X)= f(X, 6( )= d X (695)
Potom i funkce
H (x) = cF(x) + dd X (696 )

je dle &ty o spojitosti sottu spojita naa, by a plati:

H'(x)=(cF() + de(§) = cF( }+ de{ J= of Jo d);
(697)
Proto

b

[ (et (9 cl 3) e o B+ 0 H-( of B )=
=o{F(0)- F(4))+ H o §- & 3)

:cj-f(x)dx+ dID d 3 dx

a a

(698 )

211



212
Véta o tranzitivig Riemannova integralu
Nectt je funkcef spojita na intervalda,b), cCl(a, b). Potom plati

b c b

jf(x)dx:jf(x) dx+j (3 d. (699)
Diikaz

Neclt funkceF je spojita na intervalfa,b) - R, a neck
OxO(a,b): F(X= f( ¥. (700)
Podle hlavni Riemannovyty pak plati

f (x)dx=F(g- F( 4,

k (701)
| f(xax=F(9- F(q

Proto

jf(X)dX= F(-F(9=HB- A g+ H¢- R a=

; (702)
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Veéta o sfedni hodno# Riemannova integralu

Nech’ funkceF je spoijita na intervall<|a, b> - R. Potom

b

DfD(a,b>:jf(x) dx= (£)(b- 3. (703)

a

Ditkaz

Ze spojitosti gunkce :(a,b) - R plyne, Ze na interval(a, b)
nabyva svého maxima i minima (Weierstrassasta)v Proto

O, c,0(ab:(0xd(abh: {g<(b 3= { 9). (704)

Tedy

f(c)(b- a)sj (X e [ ¢) b A (705)

f(cl)sbfajf(x)dxs f(q). (706)

Protoze funkce spojita na intervalu nabyva na tamtrvalu kazde
z hodnot mezi ddma iznymi hodnotami funkce v bodech tohoto
intervalu, musi

¢ 0(a,by: f(f):—jf(x) dx, (707)
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Zakladni wta matematické analyzy

Nectt funkceF je spojita na intervalga,b) - R. Definujme

F(x):jf(t)dt. (708)
Potom
F'(x)=f(x). (709)
Diikaz

Podle ¥ty o tranzitivie Riemannova integralu &ty o stedni
hodnot Riemannova integralu plati

xX+dx X

) 1 1
P (9= (PO o= ) =] [ (o [ 1) an-
_ix+dx :i _
= f (t)dt dXf(f) dx= f(¢),

(710)
kde £ 0(x, x+ d¥. Tedy v limi& dx - 0 dostavdme rovnost
f(&)=1f(x). (711)
Diisledek

Kazda spojita funkce ma vzdy primitivni funkci.
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Piiklad 2
Vyjadieme Riemannovym integralem primitivni funkci k fuenk
F(x)= %+ x. (712)
Re3eni
3 2 3 2

F(x):jf(x)dx:j%+ xdx:%+x?—(%+%], (713)

a

kde konstantu na pravé stéamizeme povazovat za integrd
konstantu. Specie#) pozadujeme-li integeai konstantu nulovou, je
potreba pouzit jako dolni integhai meza prvek

aDkerUf(x) dxj, (714)

Jadro tvei v naSem fipadt koreny rovnice

a_3+12:o, (715)
3 2

neboli

a’(2a+3)=0. (716)
Tedy

aDkerUf(x) dx):{o,—g}. (717)

Odtud tedy bd’
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X X XS X2
F(x)zjf(x)dxsz’# xdx:§+3. (718)
0 0
nebo
X X X3 X2
F(x):j f(x)dx:j X + xdx:§+3. (719)
-3/2 ~32

Elementarni priklady aplikace Riemannova integralu
1) Geometrické aplikace Riemannova integralu
Obsah plochy

Je-li plochaS ohraniena na intervalga, b) kiivkami f (x) a g(x),
pricemz

OxO(a by: f( Q= o ¥, (720)

potom

b

(9= [(1(4- o 3) o (721)

a

Ditkaz

Dokazovany vztah rozepiSeme podégywo aditivit Riemannova
integralu:

b b

s(fg)ab:jf(gdquyd. (722)

a
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Podle hlavni Riemannovyty je
A:If(x)dx (723)

plocha, vymezena na intervale, b) funkci f (x) a osow. Podobg

b

B:Ig(x)dx (724)

a

je plocha, vymezena na intervdla, b) funkci g(x) a osou.
Chceme dokazat, ze hledany obsah plochy

(AnB) = A0 B (725)

(viz prvni de Morgaiiv zakon), se da vyj&d jako Booleovsky rozdil
dvou mnozin

A-B= An B. (726)

jemuz odpovida plocha

b b

s(fg)ab:jf(gdquyd. (727)

Je-li B[O A, pakA je univerzalni mnozina a vskutku
A-B=B= An B,

(An B)':A(D(Am B)=(AD An( A0 B= A B (728)
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takze
A-B=(An B). (729)

PokudB O A, pak gictenim vhodné konstanty k obéma funkcinf,
g, mizeme vzdy zadit, aby nova plocha jiz sjpbvala podminku
B 0 A. Fritom stale plati, ze

b

jf(x)+cdx—jg(>§+ cdx

a

= .f(x)dx— .g(>§ d)&J cdx—J cdx (730)
::f(x) dx—: ol N dx= $ fy .

a

Pricteni stejné konstanty k horni i dolni hranici imtagné plochy
tedy nendni jeji obsah (plocha se tim pouze posune vzhlddem
zvolené bazi).

Pro Uplnost jegtovétime, ze vyraz ( 721 ) dava vzdy nezapornou
hodnotu: Mjme danu &jakou spojitou funkch((a, b) - R).

Je-li OxO(a,b): h( ¥ <0, potom jeji primitivni funkceH (x) je
vSude na tomto intervalu klesajici, neboli

H(a)>H(b). (731)

Podle Hlavni Riemannovyety tedy musi platit

jh(x):H(b)—H(ea)<O. (732)
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Je-li OxO(a,b): h( X >0, potom jeji primitivni funkceH (x) je
vSude na tomto intervalu rostouci, neboli

H (a) < H(b) (733)

Podle Hlavni Riemannovyety tedy musi byt
jf(x):H(b)—H(a)>O. (734)

Vzhledem k pedpokladu vty
OxO(a by: f(X= o ¥ (735)

mohou tedy na kazdém &iin podintervalux_,, x ) 0 (a, b) nastat
celkem 3 pipady:

1) OxO({x%_, x): f(X=00 ¢ = 0.

Potom

X %

J‘f(x)dx—J‘g(ﬁdkO (736)
X1 %X-1

2) OxO(x%,, %): f(X<oO o <O
Potom| f (x)|<|g( X)| a tedy

%

j()dx—j @drj‘g(ﬂdxj“ ¥ dx0 (737)

X
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3) OxO(x_,, %): f(X=009g N<0

Potom

X X

jf(x)dx—jgmdx:j f(>)dxrj\ ¢ ¥ dxo (738)

X1 %X-1 XA

Sumacf pes vSechny podintervaly_, x ) 0(a,b) ziskame,
vzhledem k platnostidty o tranzitivie Riemannova integralu,
integralni sotet pres cely intervala, b), ¢imZ je &ta dokazéna.

Priklad 1
Vypoctéme obsah plochy ohram@né parabolami

y=x -2

= axe (739)

Obr. 25
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Redeni
Nejprve najdeme fisetiky danych kivek

X2 —2X=4x— X
2x* - 6x=10 (740)
x(x=3)=0

Prisgiky tedy majix-ové sotadnicea =0, b= 3. Proto

2x3

i 54
s( fg)ab:j(6 x-2X) dx{?) %—T} =21-—= 6 (741)

0
a

Délka rovinné Wivky

Délka grafu funkcd jedné realné proémné mezi déma bodya, b, je
dana vztahem

d(f)a,b:j‘\/1+(f’(x))2d>< (742)

a

Ditkaz

Element délky graff(x) je vlastré délkou gepony trojuhelnika
s odwsnami

X=X~ X

y= (%)~ f(x2). (743

takze dle Pythagorovycty

d( ), =0 = xa) +(F(x)- (1))’ (744)
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Budeme-li gitat mnoho takovychto eleméndielky, dostaneme

= D =)+ (103 () (745)
kde Zejme
=272 (746)
X~ X

To mizeme podle Lagrangeovyty upravit na tvar

D CESETTITENE
Z\/H “(% = %)

(747)

Viimité x — x_ budex —x_, = dx, n - c a suma fejde v integral

:I\/1+(f'(x))2dx (748)
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Obr. 26

f(Xa)
f(x3)

f(x2)

Objem rota‘niho t¢lesa

Objem rot&niho &lesa vytvdeného rotaciifivky f (x) vymezené
bodya, b, kolem osyf (x) =0 je dan vztahem

V(f)a’b:ﬂj‘(f(x))z dx. (749)

Ditkaz

Objem je #ejme¢ sdola omezen soty objemi valai o polongrechm
a vyskachx — x_, shora pak satty objemi obdobnych valk s
polonery M;, kdem resp.M; je minimum, resp. maximum funké@a
i-tém intervalu(x_, ). Mame tedy

Y (= x)SV(N),, 57 M(x- k). (750)
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Viimité x — x_, budex —x_ = dx, n - c a suma fejde v integral

V(f)a’b:ﬂj‘(f(x))z dx. (751)

Priklad 2

Vypoctéme objemy nasledujicich rd@taich €les:
a) valec, b) rotni kuzel, c) koule, d) rotai elipsoid.

Reseni

V = ﬂj rde:7_27 rev. (752)
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V:nj‘r—zxzdx:ﬂr—zj‘%dx:m—%/. (753)
\Y; V 3
C)
\Y; ﬂj (r —x) dx 2nj(r2—x2) dX:2I1|: Zx—X—} =
- 0 ° (754)

d)

V:ﬂj(bz—b—z XZJ dx= Zﬂj[ lf—iz i} dx= 217 6{ xiz} =
a a 3a |,

= 2nb2(a—9j =ﬂﬂb2a
3 3
(755)

Povrch plasé rotacniho tlesa

Obsah rotani plochy, ktera vznikne rotaci Usekiiky f (x)
vymezené bodwg, b, kolem osyf (x) =0 je dan vztahem

P(f) _2nJ- (X)y1+( 1'( (756)
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Ditkaz

Povrch rotaniho €lesa budeme nyni aproximovat gtam plagu
komolych kuzel o vyskachx — x_, mezi zakladnami o polognech

f(x)af(xy)

Obr. 28

Obsah plagtkomolého kuzele je dan vztahem
P=rd(+r,), (757)

neboli

p=a(1(x)+ ()= ) +(H(9+ (%)) (758)

Po sumaci a aplikaci Lagrangeowty odtud dostavame

n

P(1), =Y (F(x)*+ 100)Le( (&) (%= x.)- (759)

i=0

Viimité x - x_ budex —x_, = dx, n » c a suma fejde v integral
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(760)

Obr. 29

f(xa) |

|
|
|
|
I
I
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
™
X
N—r
y—

f(xz) F————=-=

f(x1)
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Priklad 3
Odvad’me vzorec pro vypeet povrchu koule

Reseni
F(x) = ——— (761)

Tedy

r > r
P(f).. :2ﬂj\/r2—x2,/1+ ZX > dx= ZTI\/rZ—%+ X dx=
' r’—x

:ijdx: 2mr[ x| = 4mr®

(762)
Povrch plasé obecnéhodlesa

Uvazujme patastech hladkouitvku C zadanou parametricky
V roving:

r(s)=x(gi + { gi, 0s = (763)

kde paramets ma vyznam deélkykvky.
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Obr. 30

Definujme aleni intevalu(0,1),
0=5<s§<...<§=1, (764 )

tak, Ze na kazdéns, s_,) je kiivka C hladka. Nechje v kazdém
bodk

P=[n.q]=[ A9 ¥ 3] (765)

ktivky C zadana spojita funkcé(x, y). Ozn@meAs = s - s,
a utvdme souet

D t(p.aks. (766)

Tento sodet grejde v limig max{As} - Cv Riemaniiv integral

I<i<n
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A

jf(x(s),y(s)) d. (767)

0

Na obrazku 31 je velmi nazorna interpretace. Vyi¢dp,,q)As

vyjadruje piblizné obsahS, vyraz ( 766 ) satet odpovidajicich

obsali a ( 767 ) pak obsah plochy ohr&mé sdola plochozi= 0,
shora plochow = f(x, y), a vyplrené gimkami rovnoldznymi

S osouwgz, protinajicimi Kivku C.

Obr. 31

K vypoctu integralu ( 767 ) stajiz jen stanovids Jejikoz parametr
s ma vyznam délky oblouku, roZdme kivku nacast&€né oblouky a
koncové body kazdého z nich spojimedksel. Tim vznikne polygon
vepsany do #vky. Jsou-li

P=[x(1). ¥(1)],
Q= x(t+At), y(t+A1)], (768)

jeji koncové body, pak
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ds= [ (t+a)- YT +[ Y #ad- ) =Ja ¥ +(a ¥

(769)
Tento vyraz upravime pomoci Lagrangeo¥xiy\do kon€né podoby
2 2 2 2
ds= ()" +( 0" =\ )" +( %)) d (770)

Odtud pro délku rovinnérk/ky zadané parametricky rovnici ( 763 ),
plyne

S:N(x(t))2+(y( ) dt= [ (9] o (771)

a pro hledany povrch odtud mame

r'(t)| dt. (772)

Priklad 4:
Vypoctéme povrch plasttélesa omezeného rovinoy a funkci

g(x y)= ¥ -y, jehoz piimétem do rovinyxy je kruznice
r (t) =i sint +j cog.

v

ReSen

:J‘(x2 - y) ds:J‘(sin2 t cosﬁx/ coé t+ siht dt=
¢ 0 (773)

27T

= ]?T(sinzt - cod ) dit :[Zt _ SAifn( 2) _ sin} =77

0
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Délka prostorové kivky

Uvazujme patastech hladkouitvku C zadanou parametricky
V prostoru:

r(s)=x(gi+ Y9+ £k, 0< sA (774)
kde paramets ma vyznam delkyvky. Jednoduchym zobeénim

konstrukce provedené v minulém odstavci dospivakaendit
k integralnimu vyrazu pro jeji délku:

o [ CORTDREOR S XS ER—
Piiklad 5:

Vypoctéme délku Sroubovice o jednotkovém polsma stoupansr.
Re3eni

Vyjadiime zadanou Sroubovici parametrickymi rovnicemi
r(s)=isint+j cost+k t, Gt< 2r (776)
¢i v ekvivalentni podob

X =sint,
y =cost. (777)
Zz=1

Odtud
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s:cho§t+ sirf t+ 1dt:j-\/_2dt:[t\/_%z”: /. (778)

Vysledek niizeme snadno @it trigonometricky. Jeden zavit
Sroubovice jednotkového pol@nm vystoupa dle zadani do vySRyr.
Patitame tedy ve skuteosti délku pepony rovnoramenného
pravouhlého trojuhelnika s &mi odwsnami délky2s7. Dle
Pythagorovy ¥ty pro jeji délku vskutku plati

S=NMT + 41 = 2/ 2 (779)
Obr. 32
\\\\\’ 277\/§ o1
21

2) Fyzikalni aplikace Riemannova integralu - statila
Priklad 1 - Tlakova sila

Jakou tlakovou silougsobi voda naighradu tvaru obdélniku o
stranacla, b? Nalez®&me rovréz pisobist této tlakové sily

Obr. 33
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Re3eni

Plocha pehrady je

S=ak. (780)
Tlakova sila na tuto plochu je definovana jako

F = p[Ss, (781)
V nasem pipact je p linearni funkci hloubky (zmeénu intenzity
gravitatniho poleg s hloubkou zanedbavame, tj. tlate$ime pro

homogenni gravitai pole, vodu povazujeme za nesitiainou
kapalinu, takZze rowz i hustotup pokladame za invariant):

p(h)=pgh. (782)
Odtud diferencial silgini
dF(h)= p(hOS diF p gShdhp gabh. (783)

Integraci ziskame vyslednou siliispbici na celou plochughrady:

b b
F(h):jpgabh drp{pgabhz} - pgab (784)
2, 2
Moment tlakovych sil vzhledem kimceh =0 je

h

M :jpSgH dh:%p Sgt (785)

0

a pasobist sily lezi tedy v hloubce
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(786)

_M_
h==

WwIN
=

Statické momenty &¢riSE€ teles

Pokud sedleso sklada z diskrétnl'ch hmotnych ﬁpvlypoéteme jeho

AYER4

pusobici na vsechny bod§lesa nulovy. PoZzadujeme tedy, aby

j |

Yam o S e

T =" T=—1 (787)

So S Y

Protoze

Zm:m:pv, (788)

muzeme ( 787 ) rowt psat jako

= T= T,=— 789
v (789)

Ve specialnich fdpadech linearnich resp. ploSnych utvaamozejme
nahradime objemovou hustotu linearni, resp. plo$nustotou, a
objem délkou, resp. plochou.

Zobecreni diskrétnihodlesa spojitym, vede k nahrazeni simiah
znald integraly:
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v ox jmwdx j@)xwxc
T, =-=C T,=-¢ .

i Vv Y \Y ’ \%

(790)
Vyrazy v ditateli se nazyvajstatické momentytélesa. V pipact
linearnich a ploSnych utvanam nebude vyget €chto integral
¢init zadneé potize.
Pro obecnérirozmérné €leso vede tento problém na integraly funkci
vice prom¢nnych (tzv. trojné integraly). Pokud se vSak zkonéa
téleso vyznéuje rota&ni symetrii, nase uloha se tim vyrazn
zjednodusi. Mzeme pak vyuzit poznatky z minulé kapitoly pro
sestaveni nasledujici tabulky

Tabulka 4

Druh Geometrické
charakteristiky

. Statické momenty Tezise
tt¢lesa

Linearni
télesa

Plosna
télesa

Duta
rotacni
télesa

Rotani
télesa




237

Priklad 2
Stanovme polohu hmotnéhdestu homogenni polokoule
Re3eni

Vézmeme tucast koule, ktera lezi v poloprostorus 0.
Dv¢ ze sowadnic steduT, aT, jsou z divodu symetri nulové. Potom

r

J‘de ﬂjx(rz—xz)dx mt
T =

— 0 —

=7r. (791)

4
X r mS 8
jdv ﬂj(rz—xz)dx 3

0

N

Momenty setrvénosti rota‘hich t#¢les vzhledem k rot&ni ose

Vypocet momentu setr¢aosti obecnéhcikesa je porérng
komplikovany problém vedouci k tenzorovym rovniciPno gipad
existence rotni symetrie a homogenity se da vSak ukazat, ze mbme
setrv@&nosti €lesa vyjaduje jednoduchy integralni vyraz

b
J:% £4(x) dx (792)

a

Piiklad 3:

Vypoctéme momenty setréaosti nasledujicich rotaich €les:
a) valec, b) rotni kuzel, c) koule, d) rotai elipsoid.
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Reseni
a)
¢ 2
J =p7—27_[r4dx=p7—27r“v=pDTr2vd§= (793)
0
b)
J=p= j—xdx ,0— j4d_m_ %’[_11
10
(794)

C)
r r r

T 4 /L 2 T
J=p= | Jlr’=x*) dx=p= ||’ = x*) dx=p—=| r'=2r°x*+ x*dx=
A L (G |

-r - —r

( 2,,3 57"
= prr| 1t - 2r X2+ xdx= prr) rix-2L 2+ X =
3 5]
0

5 5 5 2
:,07715r 10°+3 :,071—8r5:,0E-I—4nr3[-I2—:—%nr2.
15 15 3 5 5

(795)
d)

F 2
J :,OI—ZTJ.(bz—b—2 xz) dx=p— j 15 - 2b— >€+— X dx
a a’

—a

, 4 4 a
= prr| b* - 2b—x +b—x ‘dx= prrlt§ x—2i+i =
a’ a’ 3a° 5a

aonb“(a—g a+} aj:—8p7ﬂj‘ a:,oE-lflﬂlS e[—l—2 6:—2 mE
3 ) 15 3 ) 5
(796)
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3) Fyzikalni aplikace Riemannova integralu - dynanmka
Prace a energie

PraceW vykonyna silou(x) po drazex = x, — x je definovana jako
integral silyF(x) podle drahy.
W= | F(x) dx (797)

X

Pisobime-li touto silou na hmotny bod hmotnasta vyjadime-li
silu podle 2. Newtonova zakona, mame

m¢  my
Wm—d— —d —dv vd:v22—2,

(798)
kde v, je rychlost hmotného bodu v mis¢. Speciel®, pro nulovou

pocatezni rychlost {, =0) odtud dostavame

mvfz
S

W =

(799)

Zavedeme jestvelicinu E, zvanoukineticka energie coby miru
prace, kterou jere¢ba vynalozit na urychlendlesa z nulové rychlosti
na vyslednou rychlost Pak vzhledem k ( 799 ygmg plati

e, =" (800)

Aplikuime nyni naSe dosavadni poznatky na namgtie znamy
piipad homogenniho graviéiaiho pole. To je charakterizovano
pusobenim konstantni sily velikosti
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F =mg (801)

g

na testovaci¢teso hmotnostin, kdeg = konst. je graviténi zrychleni.
Prace, kterou je nutno v tomto poli vykonat na wyzeni testovaciho
télesa do vyskyh = x, — x je podle ( 797 ) dana integralem

Xo h

Wzmjgdxzr{gdx mc. (802)

X 0

S vykonanim teto prace je ratinspojena zrna jistého druhu
energie. V tomto fipact se jedna o energii potencialfy. Mizeme-i
zanedbat nekonzervativni sily, jako hapdpor vzduchu, pak prace
vykonana na testovaciréleése gedstavuje energii, jez néire
testovacidleso nijak opustit atistava v 8m tedy trvale
akumulovana. \ist¢ konzervativnim poli, se ndm tak zachovava
celkova energi& testovacihodesa, ktera je dana stiam

E=FE + E,=konst (803)

Piiklad 1

Jakou rychlosti dopadne na zefte$o, pustné volnym padem
z vySkyh = 100 m?

Reseni

Protoze plath <« R, mizeme pole povazovat za homogenni. Mame

tedy

E, =mgh= E :m_vz
2 (804)

v=,/2gh=44 m/s= 159 km/|
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Naraz do pevnéipkazky ve stoSedesatikilometrové rychlosti tedy
priblizn¢ odpovida padu ze stometrove vysky na tvrdou plochu

Radialni pohyb v central# symetrickém graviténim poli
Pohyb v centralnim gravitéaim poli je obec& popsan rovnici

d’r(t) _ GM

g (805)

Operovat budeme v soustasouadné s péatkem v centru
gravitatniho pole.

Protoze graviténi pole je pole konzervativni,iheme nalézt obecné
reSeni rovnice ( 805 ) prostym porovnanim

E,=E, (806 )

kde

o Mo

E, :JFQ dr:GErnDMEj r? dr= GDm]M[E—E} =
r r

r r

oman-]
= [raenfamef s o of o] -
L OR

Odtud

(807)

(808)
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1{(ﬂf—v§}:emﬁi——lj (809)
2|\ dt rr

a tedy
2GM (1, —r)+Vv]
v=3- loam|1-L iy = (b =r)*+varre (810)
dt rr I,
neboli
rr
dt = 0 dr 811
\/ZGM(rO—r)+v§rr0 (811)
a
rr
t= 0 dr. 812
I\/ZGM (r,—r)+virr, ( )

r

Abychom dostali pohybovou rovnici,dinbychom odtud vyjatit r.
Provedenim substituce

X = r(rovg—ZGM)+ZGMro ,
- = X—2GMy, (813)
V2 —2GM

obdrzime diferencial
dx=( 1V —2GM) dr. (814)

Odtud, dosazenim do (812 ), mame
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t[ox-26Mr) . [r(x-26Mr) . _
t_j\/ (V2 —ZGM)dr_.[\/ (V2 —2G|v|) =

(815)
/ ZGMr0 dx
rv —ZGM
Posledni integral i2eme snadnorpvest substituci
y "
= Z6Myy (816)
1-y
dx = 4GMr,y dy,

3
- 4c5|v|ﬁ R SO SN S
o —-26M ) 4(y-1)°  4(y+)° 4y-3 4(y+]

_ oMy

A
ZGM—rv y-— 1 y+1 y+ 1]
(818)

Odsubstituovanim dostavame hledanou pohybovou ¢ovni
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r(rové—ZGM) _
_ GM ry 1 .\ 1 i r(rovg —2(3M)+2GMr0
2GM - 1,v; r(rovg—ZGM) ) r(rovs—ZGM) 1 r(rovf)—ZBM) 1
r(rovf) —ZGM)+ 2GMr, r(r(}/f)— LM )+ LGMr, r(ryzo— ZGM)+ LMr,
(819)

Priklad 2

Za jakou dobu dopadne na zemsky povibésb, puiiné volnym
padem z vysSkyn = 1000 km? Odpor vzduchu neuvazujme.

Reseni

Protoze tato vysSka je jiadow srovnatelna s polognem Zeng,
nejsme oprawni pouzit aproximace homogenniho pole. Proto

7378388

t= y 7378358 dr =509,5«. (820)
6[10**( 7378388 r)0IG

6378388

Bude zajimavé, porovnat ziskaniepny vysledek sifbliznym
vysledkem vypstenym pro homogenni pole o konstantni intenzit
g=9.81mls:

2
h:”gdt:%, (821)
odkud
= |20~ \/MO: 4515¢ (822)
g 9.81

Jelikoz intenzita centralirsymetrického pole klesa s druhou mocninou
vysky h, kdezto u homogeniho pole haiibec nezavisi, vychazi doba
volného padu pro centr@symetricky pipad zcela pochopitedn

VELSI.



245

Unikova rychlost
Priklad 3

Vypoctéme, jakou minimalni rychlosti je geba v centraka
symetrickém poli vrhnougteso kolmo vzliru, aby uletlo do
nekonéna. Odpor progedi ot zanedbejme.

Reseni

Mame stanovit minimalni kinetickou energii, kteia mjaké
ekvipotencialni ploSe v centrélisymetrickem gravitnim poli
odpovida potencialni energii téh@kesa v nekon@u. To je vSak
snadné. Vyjdeme-li ze vztalf 807 ) a ( 808 ) odvozenych v minulém
odstavci, sté porovnat

_ 1_1)_g_m(dn)
Ep—GEmDI\/I[E? roJ E ZHdJ \2}. (823)

Protoze poitame minimalni unikovou rychlost, mame okrajové
podminky

r=0,
dr _ (824)
dt

¢ili v nekon&nu se madeso Upli zastavit. Sd&mito okrajovymi
podminkami se nam rovnice ( 823 ) zjednodusi na tva

(825)

Odtud jiz mame vysledek
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_ [26Mm

A .
o

(826)

Pozorovani
Speciel®, polozime-li péateini rychlost rovnu rychlosti stla
v, =C, (827)

muzeme z vyrazu ( 826 ) vyjatpolongr ro, pod r&jz kdyz stl&ime
vesSkerou hmoti, neunikne do nekokiea dokonce ani samo&io.
Jedna se o tzgravita¢ni polomér, tvorici horizont udalosti, neboli
hranici¢erné diry:

_2GM

I .
0 CZ

(828)

Nap. pro celou hmotu Ze#koule ¢ini gravitatni polon®r pouhych
9 mm.

Obecna trajektoriedlesa v centrald symetrickém graviténim poli

V centralnim graviténim poli jsou celkova mechanicka energia
moment hybnosti testova&asticeb konstantni:

E = konst.

: (829)
b = rmvsing = konst
Tyto rovnice vyjaduji zachovani celkové energie a absolutni hodnoty
momentu hybnosti v ibéhu pohybu. Tyto rovnice nynig@piSeme do
polarnich sotadnic, v nichz se ndm uloha zna zjednodusi. Pro
azimutalni slozku rychlosti, plyne

v¢:rw:r%, (830)
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odkud

b:er%. (831)
dt

Pro radialni slozku rychlosti mame

vV, =—, 832
= (832)

odkud pro kvadrat celkové rychlosti plyne

v2:vf+v§:(%j +r2(%j . (833)

Proto

_ _1 . GMm_1 |(dr) .(dp)*|_ GMn

E=RrBE M= znﬁdthrF(dt” ro
(834)

Isaac Newton (1643 — 1727)

Rovnice (831), (834 ) t¢dhledanou soustavu diferencialnich rovnic
pro ugeni neznamych funkci
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r=rt),
s=o0). (835)

popisujicich pohybétesa v centralnim gravitaim poli. Dosazenim
(833)do (834) mame

2 2
2 dt mr r
odkud
dr 2E 2GM 3
- = + - 837
dt \/ m r nt r’ ( )
a tedy
7 L
2E 2GM 2
t= + - dr. 838
_[( m r mzrzj ( )

Pro nalezeni drahy je v3ak petta najit zavislost =r (¢) . Podle wty
o derivaci komposice tizeme psat

%:%ﬂ, (839)

pricemz hodnotu% |ze ukit z rovnice (831 ) a hodnot%%
z rovnice ( 837 ). Dostavame tak

dg _ b

(840)
dr , [2E 2GM I
mr +

m r ny r?
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neboli
b_ GMnf
¢:I b = dr =arccos—" b .
2B  2GM GMn?
mr? + —
\/m r P 12 \/2mE+( 5 ]
(841)
Rovnici ( 841) Ize upravit na tvar
b? 2ER 2
GMnfr:“[erlj o9 (842)
odkud
b2
r(¢)= - , (843)
2EbL’ 2
GMnt 1+£GZI\/|2m3+1} cosp

coz je hledana trajektorie testovaastice vyjatiena v polarnich
souadnicich.

Obr. 34

Vsimnéme si, ze je-li vyraz pod odmocninou mensSi nezak, pvnice
( 843 ) popisuje uzdenou eliptickou drahu. Je-li tento vyraz naopak
vétSi nez 1, pohybuje se testovaastice po hyperbole. Paklize je
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vyraz pod odmocninouipsré jednotkovy, jde o meznitfpad pohybu
po parabolické draze (elipsa protazena do neka)e

Linearni harmonicky oscilator

Jak jiz vime, harmonickym oscilatorem rozumime &ystjehoz
potencialni energie je kvadratickou funkci smnic.

V nejjednodussim jednorozZmmém gipadt si jej Ize gedstavit jako

pohyb bodu pod vlivem sily, ktera jéimo un€rna vzdalenosti bodu
od rovnovazné polohy a ma apg sntr, tedy

m=— = —k( x- x). (844)
Reenim je harmonickéa funkce

X=X+ X, Sin(wt+@). (845)
Pro kinetickou energii odtud dostavame ¢damim Zevy = 0)

_1 oo 1 (dx) 1
E—2m\f ZW{dt] 2kﬁaxcosz(a)‘&¢), (846)

a pro energii potencialni

= [g-&x-%?ﬂé}—(x?-bsﬁ $)==(x %=
= ZkxZ  Sin* (awt+ )

(847)
Celkova energie harmonickeho oscilatoru tedy bude
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W= E+ V:% k)éax(sinz(wt+¢)+ co§(wt+¢)) :% nw’ X_.

(848)
Priklad 4:

Vypoctéme praci paebnou pro natazeni pruziny tuhdst UsekXqmay.
Na jaké frekvenci bude kmitat oscilator feay touto pruzinou a
zavazim hmotnostm?

Re3eni

Z definice prace plyne, Ze mame &ppat
W= | F(x) dx (849)

Z diferencialni rovnice ( 379 ) ihned vidime, ze

F(x) = kx, (850)
takze
Xmax Xmax
W:J‘kxdx:{ﬁ} :k)ﬁ—ax. (851)
2 | 2
0
Pozorovani

Porovnanim vztah( 851 ) a ( 848 ) dospivame okamitrovnosti
(381)

w= |~ (852)

coz je zarove odpovd na druhowast otazky.
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Kineticka energie rotujicihodlesa

Mechanicka energie rotujicihéldésa je dana sétem kinetickych
energii vSech jehgastic:

=Y ini=3 Loy =Y dofun-(a )]

(853)
Posledni vyrazigpiSeme ve slozkach

1
EK:Z?T](JH SN I3 (854)

ikl

Definujeme-li vyraz
JKFZ”}(%(Z‘M) (855)

jako tenzor setrvanosti, pak nizeme ( 854 ) fepsat v kompaktnim
tvaru, jako

1
E. :ZE Jywa. (856)
k.l

Protoze je tenzor setréasti symetricky, existuje vzdy takova
soustava sadadnic, ve ktere je diagonalni. Jeho diagonalniksiez
této soustavozn&meJy, J,, J,, a potom plati:

E =2 (3.6 + 305+ 37 (857)

Kde oy,0y,0, jsou slozky vektoru Uhlove rychlosti v této sowsta
Specielg, zajimame-li se pouze o rotaciév pevné ose, tedy ose jejiz
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poloha se vélese nemini, definujeme skalarni moment setinastiJ
vici této ose jako

J:Zmrz, (858)

kder; je vzdalenost-té ¢astice od osy rotace. Vyraz pro kinetickou
energii rotujicihodlesa v tomto fipad nabyva velmi jednoduchy
tvar

E = % Jof. (859)
Piiklad 5:

Vypocti dobu kutaleni mosazného kéka znazoraného na
nasledujicim obrazku, vypusieho z klidu, po naklamé rovire délky
| = 1m, s uhlem sklona =arctanO,.

Obr. 35

0,03¢

0,031

0,020

|
i
i
!
[T 1
| I
banie-d
I I
I I
L____1
| |
|
oo
|
g o,clbso X
0,054
0,066
0,085
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Reseni

Drazku na obvodu kola aproximujeme parabolou proejié body
[0;0,027Q [~ 0,0115;0,0429 , 0,0155;0,0§. Resime tedy rovnici

AX =y, ( 860 )
kde
0 0 1 0,027
A=|0,015%8 -0,0155 1 ;y=| 0,042 (861)
0,0155 0,0155 0,012

Redenim je vektor

64,520
x=Ay= 0 | (862)
0,027

Hledana parabola je tedy funkci

f (x)=64,52¢ + 0,02.. (863)

Postranni vybrani maji tvar kulovych ploch. Z géemych hodnot
metodami analytické geometrie snadno Wpme jejich polordr
r =0,06m.

Explicitni vyjadteni ve vhodné bazi ma potom tvar

g(x) =+4/0,06" - X (864 )

Zbylé casti €lesa pak jiz tvéi pouze valce.
Moment setrvanosti tohoto kola tedy vygteme jako
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0,0155 0,005 0,01
J:% I (64,52¢ + 0,02} dx+ j 0,0425dx+ f 0, 045ix
-0,0155 0 0

0,036

—ZJ'(O,O6Z—XZ)2 dx— j 0,008dx|= 6,250 I0 Kg M

0,05 0
(865)
a pro jeho hmotnost dostavame
0,0155 0,0‘05 0,01
m= 7 I (64,52¢ + 0,02} dx+ | 0,0475dx+ f 0,01 %
-0,0155 .0 0
0,06 0,036 ]
—2j(o,oé—x2)dx— I 0,008dx| = 0,88 kg.
0,05 0 |
(866)
Vyjadiime-li energetickou bilanci celého experimentutipiavnost
AE:mgh:%Lf+% m%:—; Jaz+—; itw Y. (867)

Odtud ziskame velikost uhlové rychlosti kola gekpnani drahy 1m
po naklogné rovire:

w= |2 - 28 radrs. (868)
J+mr

Pro obvodovou rychlost valivého pohybu na konchgradtud
vychazi

v=or=1,19mE". (869)
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Nyni zbyva jiZ jen utit ¢as, za kterydeso fekona uvazovanou
dradhu. Protoze uhlové zrychleni

E=—= : = konst, (870)

w= | edt=st=28radls ,
* (871)

¢ = jedtz%atz :|—:23,53 rad
r

Z prvni rovnice ( 871 ) vyjatime uhlové zrychleni
c=2° (872)
a po dosazeni do druhé rovnice ( 871 ) mamedw@ne

t:%:1,685. (873)
w

Primym mefenim byly ziskany tyo experimentalni vysledky:

= + .
v =1,104+ 0,040 nJ'§ (874)
t=1,704+ 0,060 s.

Rozdily jsou wadu setin a jsou patfrzpisobeny pevazr
zanedbanim disipativnich proéegako je valivy odpor, odpor
vzduchu, apod.
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Lebesgudayv integral

Henri Léon Lebesg'ue (1875 —1941)
a) Zaklady teorie dvojného integralu
Neclt je dan v rovig xy obdélnik

P=(abx(c d. (875)

Zvolme dtlent intervaii (a,b) a(c,d), tj. mnozin

{a=x,%....%=8,

{c=vo. %o = d, (876)
S kroky

A =x =%, (i=1,2...m), (877)
Ay =y -y, (i=12...n).

mnozinu bod

T:{["yi]} (878)

nazveme siti s kroky ( 877 ). Ta je i®na mnozstvirmnpodobnych
obdélniki



258

P=(X1)%( YY) (879)

o stranach ( 877 ). Zvolené siti dai&gadimecislo

h(r)= max\/(Ax)2 +(ij )2 (880)

i,

odpovidajici délce neftsSi uhlogricky obdélniki P, . V kazdéem
obdéinikuR, dale zvolime libovony bod

Uij:[ﬂ'QJ (881)

a utvaime integralni sotet

ZZ f (U, )axAy . (882)
i=1  j=1

Jestlize

0 OR:(CkON'ChOR,h>0:0h(r)< hOU O P,

m n K
(i=1,2....m)(j=12,. n) ZZf(U”)AxAM - Isl(; }
i=1  j=1

(883)

pakdéislol zn&ime
I Ejjf (x,y) dxdy (884)
P

atikame, Ze funkcéje integrabilni na obdélniki.
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Na obecné omezené mnaziA U E, definujeme dvojny integral

funkcef tak, ze zvolime obdelniR, aby platilo A P. Dale
definujeme n& funkci g takovou, ze

g(xy)=f(xy pro (xyO A

g(x y)=0 pro (x,y)0 A (885)

Rikame, Ze funkcéje integrabilni na mnozinA, jestlize existuje
funkceg integrabilni na obdélnikB a dvojnym integralem funkde
naA je integral funkce naP:

jjf(x, y)dxdy:jj d x ¥y dxd (886)

Integral funkcd na mnozig A pak nezavisi na vottobdélnikuP.
Integrac¢ni obory v kartézskych s@adnicich

Obrazce prvniho typysou mnoZziny botl[x, y|] ohrantené grafy
funkci

(887)

Obrazce druhého typjsou mnoziny bo [ x, y| ohrantené grafy
funkci

(888)
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Obr. 36

Obrazec

Integracni obory v polarnich soéadnicich

jsou mnoziny botl [ p,¢] ohrankené grafy funkci

asgsp,

d(#)< p< h(g). (889)

Pripomaime, ze vztah mezi polarni a kartézskou soustavaitagoic
je dan vztahem plynoucim z definice goniometrickfuatikci na
jednotkové kruznici:

X= pCOSp

y = psing. (890)



261

Obr. 37

Priklad 1
ZapiSme v kartézskych stadnicich obor ohrateny Kivkami

x=0,x=1, 801
y=Xx+1 y= ¥X. ( )

Obr. 38

Reseni
Obor bude vyhodné vyjéit jako obrazec prvniho typu, nebo

Ox0(0,1) :* > x+ 1. (892)
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Tedy

O<x<1,

893
X< y< x+1. ( )

Piiklad 2

ZapiSme v kartézskych stadnicich obor ohradeny gimkami
y=0,y= X (894)
a horni @ilkruznici

(x-R)’+ y= R. (895)

Obr. 39

Reseni

Obor bude vyhodné vyjéid jako obrazec druhého typu, nebo

OyO(0,R): Rty R— = (896)
Tedy
O<y< R,

y<x< R+{ R- Y. (897)
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Piiklad 3

ZapiSme v polarnich séadnicich obor ohradeny casti mezikruzi
v prvnim a fetim kvadrantu, ohrageného kruznicemi o pola¥rech

R, R, R<R

Obr. 40
y ]
A
(I
\ Ry Ry X
Reseni

Rovnice jednotlivych kruznic jsou

P=R,

898
DR, (898)
Pro uhelg plati
@ D<O,3?ﬂ>. (899)

Obor tedy zapiSeme nerovnostmi
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37
<@P<—
0=9< 2" (900)
R<p<R.
Obr. 41
[
g |7
L‘{:iiq__
|
! :RI — —-R
i@ A ¢
|
_9=0
Gi' Ry, R, ®
|
Priklad 4:

Zapisme v polarnich séadnicich obor ohrateny kruznici
x+(y-R’ = R, (901)
a primkami

y=X y=-x (902)
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Obr. 42

Re3eni

Dosazenim za& ay do rovnice kruznice dostaneme posttipn
p°cos @+ p°sitg— Rp sip+ R°= K

0’ —2Rpsing = 0, (903)
p(p-2Rsing) = 0.

Posledni rovnice maizseni:

p=2Rsing,

-0 (904 )

coz je polarni vyjaieni kruznice a jejiho idu.
Hranice uéené rovnicemiy = X, y=— x se transformuji do polarnich
souadnic jako

sing = coy ,

sing = —cogy (905)

COZ jsou goniometrické rovnice sikemy
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& D{’—T,?’—”} (906)

Hledany obor tedy zapiSeme nerovnostmi

T 3T
—<p<s—,
4 4 (907)
0< p<2Rsing
Obr. 43

'

Y
| 9=37 ¢=2Rsiny
| P!
- _O' . I

Vypadet dvojného integralu v kartézskych s&adnicich

Predpokladejme, ze je funkéepojita na oboré. Je-li timto oborem
obrazec prvniho typu, potom plati

X)

b h(
jjf(x, y) dxdyzjj f( x y dyd; (908)
A )

a d(x

Je-li oboremA obrazec druhého typu, potom plati



267

d p(y)
jjf(x, y) dxdyzjj f( x y dxad (909)
A c I(y)

Vypadet dvojného integralu v polarnich s@adnicich

Zavedenim substituce ( 890 ) do vztahu ( 908 )atmshe okamzit
vyjadreni dvojného integralu v polarnim gadném systemu

B h(¢)
”f(x, y) dxdyzj do.¢)p b =
A a d(g)
5 () (910)
j f(o casp si)pdpdg
a d(g)
Obr. 44
Yil
de
9 L
= po?
o ¥
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Fubiniho véta

Guido Fubini (1879 — 1943)

Je-li ortogonalni gmst M | :{DXDRprDRq (% y)O M} resp.
M, :{DyDRquDRp:(x, y)O M} moziny M O R do prostorur®
resp.RY, pak

jjf(x, y) dxdy= j j f( x y dyd, (911)
M {xrPOyIR Y x YOMH O KR P x Y0 Y

resp.

”-f(x, y) dxdy= J- J- f( x y dxd. (912)
M {oymRODaR(x YoM O KR P x Y0 Y

Priklad 5

Spaitéme tzv.Laplaceiyv integral

(2]

| = j e dx. (913)

0
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Reseni

Tento integral nelze vygst pomoci hlavni Riemannovyty, neba
primitivni funkce k integrandu neexistujeieBto je integrand

integrabilni Lebesgueovsky, netbimnkcee( el je spojitad a kladna
ve ¢tvrtroving Q =R, xR, a lze tedy aplikovat Fubinihcastu

jje-(x2+y2) dxdyzjj e’ @ dydx 2. (914)
Q 00

Prechodem do polarnich s@anic dostavame

00772
” pe dpdg = ”pep dﬁdO——{—— } =2,
0<p<o0
O<¢<rm/2
(915)
odkud jiz
| :Je‘xzdx:ﬁ. (916)
2
0
Piiklad 6

Vypoctéme tzv.Newtonav integral

J'smx (917)
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Reseni

Podobg, jako v gredchozim gikladu, ani zde nema4 integrand
primitivni funkci a proto nelzefiimo aplikovat Riemannovskou
integraci. Uvazime-li vsak, ze

(o]

DXDR+:Ie'Xydy:1, (918)
X

0

muzeme (917 ) napsat ve tvaru

00

I _,y COSX + Yy Sinx X=°° dy 7

| =] e ¥sinxdxdy= || - &" d =—.
JO“O“ y_J;|: 1+ y2 :|x:0 FJ‘1+ y2 2

)

0
(919

Geometrické aplikace dvojného integralu

Uvazujme nyni obecnou ploct8zadanou funkcg(x y), jejiz

praimétem do rovinyxy je obraze@ prvniho, nebo druhého typu.
Necht’ dale funkceg a jeji parcialni derivace;, g, jsou spojité na.

Potom obsah ploch$zadané rovnick = g( X 30 je dan vztahem

[[os- w“(a_gw_g} (920)
0X oy
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Obr. 45

Ditkaz

Je-li mnozinaA obrazcem prvniho nebo druhého typu, pak jeji obsah
je uten integralem

sA:”ds (921)

kde v kartézskych seadnicich plati pro element obsatl8
dS= dxdy (922)

v polarnich sotadnicich pak
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dS=pdodp. (923)

V obecném fipad funkce g(x, y) prove’me dleni mnoziny
A(i=1,...,n). Ozn@meS§ &ast plochys, jejiz ptim&t do rovinyxy je

Ai. UvazujmeA; (element plochy) jako obdélnik o stranaalx, dy a
jemu odpovidajic¢astS jako element ploch$ Plati

S, = dxdy
S = dS
Nahradime ploch@ ¢asti téné roviny k plo3e&Sv bodt [x,, y,|. Tato

rovina je jednoznmg uréena vektory, v, a boden{x,, y,|, pricemz
plati

(924)

a_g:_tana:_i (925)
0X dx
odkud
a= _9%9 dx (926)
0X
a tedy
u= —dx,O,—a—g dx|,
0X
(927)
_ 0g
v =| 0,—dy,—— dx
oy

Obsah plochyg se blizi obsahu rovnebnika|u x v|:
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dS=|uxv|= 99 dxdy—a—g dxdyr dxky=
0X oy

0X

2 2
= 1+(a—g) + 9 dxdy.
0X oy

Pozorovani

- 1% o+ 29) oy o o=

(928)

Pro €ziSt& rovinného obrazce ze vzia921 ), ( 790 ) plyne
jednoduchy vyraz

o5 ] s
e A=)

Priklad 7:

(929)

Vypoctéme obsahy plociA z priklada (1) — (4).
Reseni

1 x+1 1

2 1
dydx= (x+1— )%) | 2+ x—ﬁ :1+1—}:
2 3], 2 3
0 X2 0

m|\l

(930)
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rr+W r
j J dydx:j(rh/rz—yz—y)dy:
0 y 0
_ 1( I-X 7 2 Y r_
= ry+§r arcsr+y\/r -y 5|z (931)
0
:r2+7_Tr2—ﬁ:ﬁ( g:I_T)
4 2 2 2
3n 3
2 0 3
2 2 — r22 r‘12 2 — 2 2
J‘J‘pdpd¢:_'[(r2—rl)d¢{ > L ——n(rz—rl) (932)
3TITZRsingib 377 _ 3
j pdpd¢:ZIstin2¢ owzzﬁ{w_jn(%)} -
0 s a (933)

: 3
R(3m . 3m m . m\_nR
=—| = -sin—-=—+sin—

4\ 2 2 2 2

4

Piiklad 8

Vypoctéme obsahy plocB na povrchu seSikmeného oblouku
g(x y)= X+ y, jejichz pamety do rovinyxy jsou mnozinyA,
vymezené Kvkami

a)

y=x y=X (934)
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b)

pP =1,
P =1,

3T
oo

Reseni

(935)

Nejprve spéteme vSechny parcialni derivace funkce
99 _ X, 99 _ : (936)
0X oy

Odtud

dS=+2+4x%X dxd, (937)

¢i v polarnich sotadnicich

dS= py2+4p? cod ¢ do dp (938)

a)

1 X 1

j N2+ 4x° dydx:%-ﬂ W 2+ 4)%} d)@j( % 3()\/ 2+ 4 X dx

0 X2 0

3 _ 2 _ !
= iIn(\/§x+ 2x2+1)—12X 10+ X 8/x2+_1 =
16 24 .

2
zln(\/§+\/§)+ 9 \/E
2

16 24

(939)
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b)

3

ﬂ(zmp cog ¢+ g] -

_H P2+ 4p% co ¢ dpdg = —

12 cos ¢

1 j Hlagooses (4 e ¥

= =Tlr.-rl2 =
12 cos ¢ 2 ~nils

0

7T
‘E(rz_rl)

(940)
Fyzikalni zobec#dni:

Uvazujme libovolnou mnozini O E,. Vektorovym polem naM
rozumime funkci, ktera kazdému bodWzrifazuje vektom vztahem

=a(x,y,2=u xy2i+ { xyd+ Wxyk. (941)

Z vysledki predesleho odstavcéimo plyne, Ze integral

”ands ” [ 9, _ —J+kjdxdFIj( u‘;_?( \96_‘3/+ &dxdy
m xy ox )aggx’y)‘“(x’y,é %)’

Xy g X 9)] dxdy

(942)
kde jednotkovy vektor ve stru normaly k zadané ploSe
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_of . _of .
FooIF_—j*k
n= UXV _ ox oy

_||U>‘V||_\/ (af)z (asz
1+ — | +| —
0X oy

odpovida toku vektora plochouS. Volbou + resp. — ve vztahu (943)
vybirame jednu ze stran plochy, a vztahem ( 943pak jednoznan¢
stanovena jeji orientace.

Je-lia nagt. vektorem rychlosti kapaliny, pak ( 942 ) udavaoastvi
kapaliny, ktera prote plochouS za jednotkiEasu.

(943)

Priklad 9

Urceme tok vektoru

a=xi+y+ K (944 )
plochouStvorenoucasti paraboloidu

g(x y)=4- X+ ¥, (945)
lezici nad rovinowy.

Obr. 46
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Reseni

Vypocteme parcialni derivace

g—g =-2X,
X (946 )
0g _
— =-2y.
oy
Proto

andS= || a —a—gi—a—gj+k dxdy= | |a(2 x+2 jy+k ) dxdy
ox oy
S A A

= [xi+yj+(4—x2—y2)k]( X+ K ) dxdy

> e

- (2(2+ 32 + 4rx2—y2) dxdy=-”( 4 X+ 3%) dxdy

>

(947)
kde

A={[xy: ¥+ y¥<4. (948)

Transformaci do polarnich s@anic dostaneme

2 2

”ands:”(4+p2)pdpd¢:j12c¢:2477 (949)

S
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b) K¥ivkovy integral

Uvazujme patastech hladkouitvku C zadanou rovnici

r(s)=X9i+ i+ ek, (950)

kde paramets ma vyznam deélky oblouku. V kazdém kog nemz je
kiivka C hladk@, je pak definovan jednotkovygig vektort ve snéru
rostouciho paramets Dale nechi je na otev¥ené mnozia M
obsahujiciC zadano vektorove pole (941 ). Jestlize existigm

jadr:Iatds 0< <4, (951)

nazyva s&iivkovym integralem vektorua na Kivce C. Z definice je
patrno, ze je-IC kiivka opa&né orientovana IC, pak jednotkovy
tecny vektort se znéni na + a dostaneme

jadr-j ds- Iat ds= J‘a d. (952)

C
Vypacet kitvkového integralu

V kapitole o Riemannavintegralu jsme si jako jednu z interpretaci

b

jf(x)dx (953)

a

uvedli praci sily na Usee reprezentované intervalea b) reainé

osy. NaSim ukolem bude nyni zobecnit tuto Ulohuypcet prace
sily, pisobici po libovolné kvce, zadané rovnici
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C: r(t)=x(i+y( +4 &, O(ab. (954)
Pro jednotkovy tény vektort plati
r'(t)
t=—-—, (955)
I (t)
kde

r'(t)=x(t)+y(9)+2(9.

Odtud srovnanim (954 ), (775), (941 ) a ( 98bgtavame

jadr j Hr | dt=

(956 )

:j[u(x(t),y(t),z(Q)H () ) i+ k) bt @k
[E;(t)i+y(t)j+2(t)det

Odkud

(957)
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adr =

O'—-.

b

= [Lu((9 o9 A8) M3+ () 03 ) e

a

w(x(t) y() 4 9) 2)] dpj Lk vy wdz

Cc

(958)
Ve vztahu ( 958 ) Ize formatrpsat v integrandu
u(x v, 2+\ xyz+ W xyk (959)
kde
=x(t), y=Wm1, z= ,
x=x(1), y= (). 2= ) 9603

dx=x(t), dy= y( 9, d= 4 )

¢imz je zdivodrgno ozngeni psané napravo v ( 958 ). Poddptati
rovnost

jadr :jar’(t)dt. (961)
C C
Vypocet kiivkového integralu, jak vidno z ( 958 ), tedy vddéloze

vypaist Riemaniv integral. Z aditivity Riemannova integralu
okamzit plyne téz aditivita kvkového integralu:

jadr:Zjadr. (962)
C i=1 g
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Vypoctéme praci vektoru
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F=i+X (963)
po kivce
Cir(t)=i+tj, tO(1,2) (964)
Obr. 47
Y T
Y4 (1,2)
F——— —9[2,4] U SR
‘ I ! La
3t /i 31 (1;1,5)
|
21 | 21
10 [1!1l] 1+ I“I,1} g
r N P!
ol 1 2 X o] 1 2 X
ResSeni
F=i+1,

965
a_r:|+2tj, ( )
ot
odkud

2 2 3 2
. . 2t 17
Fdr=](i + +2t )dt= | (1+ 28 )dt=| t+— | ==—J
fra= ot -apa oo wja] 2] -4
C 1

1
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Piiklad 2

Vypoctéme praci silového pole

F =4yl + 24 +k (967)
po kivce

C:r(t)=4 cost+ 4 sit+ R , t0( 1,2). (968)
Re3eni

F=16 sint+ § cos+k ,

969
g—i:—4isint+400$+ 74 ( )

odkud

2
jF dr = | (16 sint+ § cos+k )(-i4 sib+ j4 cdas-k Jdt=
C .0
2

= | (- 64siAt+ 32cds+ )at=- 28 J.

[
0

(970)
Priklad 3
Vypoctéme praci silového pole
F=2x4+37j+ ¥k, (971)

po draze

x=2y=4z (972)
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mezi d¥ma body

P =[0,0,d
»=[0,0,9 (973)
P =[421.
Reseni

P, 4 2 1
A:der:IZXZdXI-JSEdyJ ¥ dz

R 0 0 0

4 2 1

11 ., 3 1 a 1 2 1
=3[ ol vawa] oz Lo Vo 4

0

-32, 0402143,
3 3

(974)
Tézise obecné Kivky:

obecné prostorové&ikky, pro rejz ziejme plati vztah (srov. ( 790)):

xf(xy,2ds| vy xyk dsj‘ if.x)z ¢

T=| <, . C . (975)

f(x,y,2ds | f{ xy¥ dsj f xy)z d

o o
C C C

~

kdef je hustotni poleikvky.



285

Konzervativni vektorova pole
Definice:
Vektorové pole ( 941 ) nisl nazveme konzervativhim

(potencialovym), jestlize nisl existuje spojit diferencovatelna
funkcef sphujici rovnosti

of

- :u’

0X

s =V, (976)
oy

of

- :W

0z

Veéta o konzervativié pole

Predpokladejme, Ze funkae=u( x y), v= \{ x y maji spojité
parcialni derivace na mnoZ2im, ktera je otekenym kruhem. Pak
vektorove polea=ui+V je konzervativni nd/, praw kdyz ve vSech
bodech mnozinW plati rovnost

u_ov (077)
ay 0X
Ditkaz

Podle pedpokladu ¥ty existuje potencialova funkdepro niz

_of o

u=% = (978)
1004 oy

Potom
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au_ ot av_ a°f
oy 0xdy 00X 0 X

(979)

(Prvni vyraz ve jmenovateli vysSich parcialnichivharitika, podle
které prordnné se derivovaloipprvni parcialni derivaci, druhy vyraz
obsahuje prognnou, podle které se derivovalti gruhé parcialni
derivaci, atd.)

Ze spaojitostiuy, V, vyplyva f = f  a tudiz vskutku

a_u = a_v (980)
dy 0X
Zobecreni:

Predpokladejme, Ze funkae=u(x y, 2, v= { xy ¥, w( xy)

maji spojité parcialni derivace na mnaZm, ktera je otekenou kouli.
Pak vektorové pola=ui+\j + vk je konzervativni nd, praw kdyz

ve vSech bodech mnozimy plati rovnosti

a_vvza_v, @:a_vv’ Q/:@ (981)
dy 0z 0z 0X O0X 0)

Zavedeme-li vektorovy operator zvarotace vektoroveho pole
predpisem

ow dv Jdu odw Jdv 0u
rota=| ———, ———, ———|=
dy 0z 0z Ox O0X 0V

Kk
9
oy o

J
9 ., (982)
Vv

i

0
a x
u

wW

pak vidime, ze vektorove pode=ui +V + vk je konzervativni ni,
praw kdyz ve vSech bodech mnoziWyplati rovnost

rota=0. (983)
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Piiklad 4

Nalezreme potencial pole o intengit

E=2xyi +(% - y)j (984)

oy (985)

PoleE je tedy potencialové a proto existuje jeho pot@ngidany
rovnici

_0¢. 0¢.
—&I+a—yj. (986)

(Pripomaime si, ze potencial pole je mirou potencialni eleerg
testovactastice v tomto poli a ta je integralem intenzityepo
Intenzita pole je pak mirou sily, jez v daném pdbobi na testovaci
¢astici. Proto je parcialni derivace potencialu mimenzi¢ pole
podél vybrane sdadnice).

Odtud plyne soustava integralnich rovnic

¢ = .g—¢dx: .2xydx: Xy g4 ¥+ ¢
tos f : (987)
¢:. a_de:. ()(2—y)dy: X y—y7+ X+ «

Dosazenim z druhé rovnice do prvni vidime, ze
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-_Y
9(y) = 2 (988)

odkud jiz plyne hledany tvar potenciagupoleE:
_ vy Y
p(xy)=xXy ?+c. (989)

Véta o nezavislosti na integedi cese:

Uvazujme mnoziniM [ E,, ktera je otekenou kouli, daleikvku

C: r(t)=x(i+y( +4 &, O(ab (990)
lezici vM a vektoroveé pole

a=a(x,y,2=uxy2i+ ¢ xyg+ Wwxyk (991)

kdeu, v jsou funkce spoijité W. Jestlizea je konzervativni pole, pak
plati

jadr:f(()y(b ) 49)- (k3 ¢ h ER=

| (992)
_ [x(b).Y(D). 4 §]
=L P00y Ao

Diikaz

Z predpokladu ¥ty plyne existence potencialové funkice
(potencialu), pro niz

a= gradf—lﬂﬂﬂ kﬂ (993)
ox "9y 0z
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Operator grad, prirazujici skalarni funkdivektorovou funkca,
nazyvamegradientem funkcef. Blize se s jeho vlastnostmi
seznamime v kapitole o gnové derivaci. Dostavame tak

Joer j[ 0.4 5+ 1000 ) )
- 2(x(),y(9). t))j—j: [-SL Ao )] o
= 0ov A g
(994)
kde jsme uzili ¥tu o derivaci komposice funkci vice prénmych,
:h(gl, gz,...,gp), (995)

ktera je pimocarym zobecénim wty o komposici funkci jedné
promgnne:

2= on(e) 2 a (4] (996)

B=|g(A). &(A..... g( A]. (997)
Disledek

Jsou-li splgny predpoklady ¥ty o nezavislosti na integtai cest pro
jednoduchou uzaenou kivku C a vektorove pol@, pak plati:
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jadr =0. (998)

Ditkaz

Zvolme na kivce C raizné bodyA, B a rozélme kiivku C na Kivky
C11 C21

c=COC, (999)

jak jest to znazo®mo na obr. 48. Podle ( 962 ) plati

jadrzjadr+jad. (1000)
c G G

Z (952 ) dale plyne, ze

jadr :—Ja dr. (1001)

C; C,

Podle ¥ty o nezavislosti na integtai cest je tedy

jadrzjadr, (1002)
C; C

neboli

jadr—ja dr =0. (1003)
C, c;

Odtud mame



291

O:Jadr+jadrzjad. (1004)
C,

Definice:
Integral vektorua po uzavené kivce znd&ime

4}adr (1005)

C

a nazyvame jgjirkulace vektoru a. Podle poslednidty tedy plati, Ze
cirkulace vektorwa v konzervativnim poli je nulova:

(ﬁadr =0. (1006 )

C
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Priklad 5
Vypoctéme

(ﬁydx+ xdy+ zd (1007)

C
po Kruznici

C:r(t)=ircost+jr sirt , t0O( 0,2r) (1008)
Re3eni

VSechny parcialni derivace vektorového pole

a=iy+jx+kz (1009)
jsou rovny nule, takze

rota=0. (1010)

Polea je tedy potencialové. Integnai cestou je uzaena Kivka,
odkud jiz plyne, ze

(j)ydx+ xdy+ zdz 0. (1011)

C

Piiklad 6:

Vypoctéme

Pl +t)acr (37 +3) o (1012)

C
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kdeC je libovolna jednoducha uz&na Kivka.

Reseni

(1013)

oy (1014)

a=(y*+1)i+(3xy’ +1)] (1015)

je tedy potencialové a proto plati

(j;(y3+l)dx+(3x3?+1) dy=C (1016)
C

Definice:

Orientaci uzakené Kivky nazveme kladnou, resp. zapornou, jestlize
jeji obihani volime proti sénu, resp. po skru hodinovych raicek.
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Greenova vta

George Green (1793 — 1841)

Uvazujme mnoziniM 0O E,, jejiz hranici tvdi jednoducha uzaena
po ¢astech hladkaikka C. Predpokladejme dale, ze funkce

u, va—ua—V jsou spojité na i C. Potom plati
dy 0X

q‘)u(x, y) dx+ | x Y dy:”[% ¢ x)/—aa—y x)% dxi,

C
(1017)
kdeC je orientovana kladn

Ditkaz

Nech’ je M kupt. obrazcem prvniho typu:

M:{[x y];as x< b f( A< y< §( ). (1018)
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Obr. 49

y i

3

V tomto ipack Ize parametrizovat

C:x=ty= (1), td{ab,

C,:x=t y= (1), tO(ab. (1019)

Dostaneme

4}u(x,y)dx:J‘L(x y dx—.[ 0 x)y dx

C cy

b b

= | u(t fl(t))dt—ju(t £(1) dt= (1020)

= [u(t £(0)-u(t £()]at

[
a

Dale plati
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b fo(x
' J

”aiyu(x, y) dxdy=| )a% g xy dyd‘*_i[ L)y a

M fi(x) a

2 ~[U(X (%) - u( x £( )] dx .

[
a

(1021)
Z (1020) a (1021 ) vyplyva, ze
d
Cﬁu(x, y) dx= —J-J.a— U x y dxd. (1022)
C M y
Zcela analogickym Zisobem dojdeme k z&w, ze rovisz
d
CﬁV(X,y)dXZ—‘”&\(X))dXd- (1023)
C M
Obr. 50

o

Odtud jiz plyne dokazovana rovnost
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Cﬁu(x, y) dx+ \ x Y dy:”[% ¢ x)/—aa—y x)% dxt.

C
(1024)
Disledek

Obsah rovinného obrazce ohr&@mého uzatenou kivkou C, je roven
¢islu

:%q‘)xdy— y d. (1025)

C
Ditkaz

Z teorie dvojného integralu vime, Zze obsah mnoking

e ffoor 3] o

Odtud

V=1, w=-1
Z Z (1027)
X y

V==, u=-=.
2 2

Dosazenim do Greenovyty ( 1017 ) odtud plyne

S:-H dxdy:%(j) xdy- yd. (1028)
M C
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Piiklad 7:

Pomoci Greenovydty vypoiteme obsah kruznice polafmu r.

Reseni
:lj rJ:y @—a_x dxdy: }j‘ rj:y dXdF }j[ Izrz—yz d¥
2 ox 0y 2 2J b Frty?

:j rz—yzdy:{rzarcsin¥+y rz—yz} :rz{ arcsirq =
r L r

-r

o e . (3 1),
=?| arcsir{~ )~ arcsif)]=r E—Ej—nr

(1029)
Priklad 8
Vypoétéme
4} yedx+ ( X +3 X)?) dy, (1030)
C
Obr. 51

[1,1]

[0,0]
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kdeC je kladreé orientovana uzaena kivka skladajici se zasti
kubické parabolyy = x> a Uséky y = X.

Reseni

Predpoklady Greenovydty jsou zejme splrény. Dosazenim do
(1017 ) vychazi

(ﬁy?’dx+(x3+3xf) dy:.U(3 X+ 3 ¥ 3 )2/) dxdy

C
1 X 1 1

o - ax' x| _1
:jj3x dydx-j[3>3 )ﬂx3—J‘(3>%—3>?) dx{%—)ﬂo—z

0 x® 0
(1031)
Z prikladu je patrno, ze neni-liikka C zadana v parametrickém
tvaru, neni ji nutno pro piby vyp@tu dvojného integralu na pravé
straré ( 1017 ) na tento tvar@vadt.

Stokesova é&ta

George Gabriel Stokes (1819 — 1903)

Necht Sje orientovana plocha s okrajem tgnym jednoduchou, po
castech hladkou uzéenou Kivkou C. Dale nechi je zadano
vektorove pole ( 941 ) fgemzu, v, w maji spojité parcialni derivace
na otevené mnozi# obsahujicGaC. Pak plati
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jjrot andSz(j)a d, (1032)

S C

kde Kivka C je orientovana ve smyslu orientace plo&yinymi
slovy, tok vektoru roa plochousS je roven cirkulaci vektora po
jejim okraji. Specield, je-li polea konzervativni, pak rad = 0 a tedy
ronvez

4}adr =0. (1033)

C

Obr. 52

Diikaz

Nech’ uzavena kivka C tvori hranici plochyS. Na této plose
muzeme opt vést dlici kiivky, vytvaret soustavu diich ploch,
pacitat cirkulaci podél jejich hranic &igat je. Rispevky k cirkulacim
podeél spolénych hranic dvou sousednich ploch se vzageuynusi,
neba’ zachovavame-li jednotny smysl obchazemidk, budeme
takovou spolénou hranici obchazet vzdy v afgém sndru. Sumarni
cirkulace bude tedy rovna prapavodni cirkulaci podél kvky C:
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ZCﬁai dr. :(“Sadrsr. (1034)

i=1 Ci

Zvolime v prostoru bo® o sodadnicichx, y, za povedeme jim
rovinu libovolné orientace. V této roirvymezime uzaenou Kivku
malych rozndri obklopujici bodP. Plochu omezenou toutdikkou
ozna&ime AS, cirkulaci podél tétokvky Al . Budeme nyni &it tuto
ploSku na mensiasti a v¢lenime posloupnost plosek obsahujicich
bodP. Uvazujme limitu

lim =i (1035)

Pokud tato limita existuje, bude zavisla na na ¥altientace roviny
prochazejici bodem, neboli na sru normaly k elementarni ploSce,
na jejiz hranici cirkulaci wiujeme. Limitu ( 1035 ) tak dzeme
povazovat za projekci &itého vektoru do seru normaly k ploSe.

nota= lim —-. (1036)

Projekce vektoruot a do daného s#nu tedy gedstavuje porr
cirkulace polea po obvodu malé kolmé plosky k velikosti této plpsSk
Vztah ( 1034 ) nyni upravime do tvaru

B B n ~ n Arl
I'-(j)adr-ZAFi _ZEA& (1037)

Pro kazdy bodP na ploSes mizeme vytvdit posloupnost neomezeén
se zmensSujicich dilch ploSek tento bod stale obsahujicich, V Emit
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piejde tedy podﬁﬁ% Vv rota a suma na praveé stiah1037 )

Vv integral ges celou ploch&.

Cﬁadr:“-rotads. (1038)

Priklad 9

Ovérme platnost Stokesovyty pro vektorové pole

a(x,y,2) =24+ x+ 3K (1039)
a plochuS tvorenoucasti paraboloidu

z2=4-X -y (1040)
odriznutou rovinow = 0 a orientovanou vektorempodle obr. 53.

Obr. 53
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Redeni
Vypocteme rotaci vektorového pote

rota=2yi+ 2 +k . (1041)

Pro plochug(x,y, 2 =4~ X - ¥ vektor

_99; —%j +k = 2% +2y K (1042)
ox oy

souhlasi se zadanou orientaci plochy a tedy
n=2x+ 2y +k . (1043)

Potom

jjrotandSsz(2y+ 2 +k )(2k+ 2jy+k ) dxdy

S A

o Jay? (1044 )
:j J. (4xy+ 4y+1) dxdy= 47.

_2_ 4_y2
Nyni sp&teme Kivkovy integral. Parametriza€f dostaneme

C:r(t)=2 cost+ 2 sirt , tO( 0,2). (1045)

Pak

21T

jadr:IZZ dx+ xdyr ¢ dz 4jco§ tat| 2+ sitf 2)t]§”: #r.

C C 0

(1046)
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c) Uvod do teorie trojného integralu

Zobecrénim dvojného integralu je tzebjemovy, ¢ili trojny
integral, popr. vycetetné integraly, definované v prostorechétsim
poctu dimenzi. Vzajemny vztah mezi objemem prostotignym
trojnym integralem, uzaenou plochou obklopujici tento objem a
zadanym vektorovym polem, které touto plochou ét@opisuje
tzv. Gaussova — Ostrogradskéhoéta.

Nech’ je dan v prostoruyzkvadr

P=(a,h)x(a, h)x(ah. (1047)

Zvolme dlenf intervaii (g, ) tj. mnoZin

{a=% % %=1,
{2,= Yo Yoo Y, = 1}, (1048)

{6=22....2=4,
S kroky

A =x%-X%,, (i=1,2...m),
Ay, =y -y, (i=12...n), (1049)
Az =z-7, (i=12,... 9,

mnozinu bod

r:{[x,yj,4]}, i=1,2....m, j=12.. n, k= 1,2,. g

(1050)
nazveme siti s kroky ( 1049 ). Ta jeitwna mnozstvirmnpodobnych
kvadri

P = (X100 X (Y0 Y )% ¥our ) (1051)
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o stranach ( 1049 ). Zvolené siti datlegdimecislo

h(r) = m_ax\/(mq)2 +(ay) +(az)’ (1052)

i,j k

odpovidajici delce nejdelsilesove uhloficky kvaditi P, . V kazdem
kvadru B, dale zvolime libovony bod

U.jk:[ui’vj’v\(] (1053)

a utvaime integralni sotet

Z‘Z‘Z‘f ik A)gAyJA4 (1054)

= =1 k=1

Jestlize

0 OR:(0gORChOR,h>0:0h(r)<hOU, OB,

(i=1,2,... m){j=12,. n) (k= 1,2,.. p) (1055)
LLLfﬁWMﬂﬂ

kdeq je libovolnt malécislo, pakgislo| znaime

I E“]f (x,y,2) dxdyd: (1056 )
Q

atikdme, ze funkcéje integrabilni na kvadrQ.
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Na obecné omezenée mnoziB U E, definujeme trojny integral
funkcef tak, ze zvolime kvadp, aby platiloB [0 Q. Déale definujeme
naQ funkcig takovou, ze

ag(xy.2=f(xy3 pro ( xy)p

1057
g(xy.2=0 pro (xy,30 B (1057

Rikame, Ze funkcéje integrabilni na mnoz#B, jestlize existuje
funkceg integrabilni na kvadr@ a trojnym integralem funkdenaA
je integral funkcey naQ:

Jl”f(x, y) dxdy:j‘” d x y dxd (1058)

Integral funkcd na mnozig A pak nezavisi na votkvadruQ.
Integrac¢ni obory v kartézskych s@adnicich

Obrazce prvniho typysou mnoziny botl[x, y|] ohrantené grafy
funkci

I/\

IN
I/\"<.CT

(1059)

(
D(x 2z (%3

Obrazce druhého typjsou mnoziny botl [, y] ohrangené grafy
funkci

h(

L =

y)<x< p(y), (1060 )



Obr. 54
z) z=Hlx,y)
|
I
z=D(x.y)
o .
T ey
'I |
| :
; A
|
y=d(x) . / y=h(x)
bx X=b’/_

Integracni obory v cylindrickych soéadnicich

jsou mnoziny botl [ p,¢,z] ohrantené grafy funkci

asg<p,
4(¢)< p=h(g),
D(p,¢)<z< H(p,9).
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(1061)

Pripomaime, ze vztah mezi cylindrickou a kartézskou sowsiav
soudadnic je dan vztahem plynoucim z definice gonioiolejch

funkci na jednotkovém valci:

X= pCOSp
y=psing,
z=7z

(1062)
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Obr. 55

(x,y,z]
xyz?[?.plz]

[x,y 0]

Integracni obory ve sférickych sdadnicich

jsou mnoziny botl [r,¢,J] ohrankené grafy funkci

asg<p,
y<d<0,

D(¢,9)<r<H(¢,9),

(1063)

Pripomaime, ze vztah mezi sférickou a kartézskou soustavou
soudadnic je dan vztahem plynoucim z definice gonioiolejch

funkci na jednotkové kouli:

X =rCosp sind
y =rsing sing,
Z=rcos’.

(1064 )
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Obr. 56

(x,y, 0]\

Integracéni obory v eliptickych sokadnicich

Jedna se o zobesmy tvar sférickych sawdnic. Vztah mezi eliptickou
a kartézskou soustavou gadnic je dan vztahem

X = acosyp cog’
y = bsing cos? (1065)
z = csind.

Objem a #ziS¥ obecnéhodlesa

Je-li mnozinolB téleso mezi grafy spojitych funkci, jeji objevi je
roven

vB:mdv, (1066)

B
kde v kartézskych sdadnicich plati

dV = dxdyd;, (1067)



v cilindrickych soudadnicich plati

—

dV = pdodp d;,
Obr. 57
z 4
S {
%“‘—\\
\\“\
0
y
dy
X
ve sférickych satadnicich plati
dV = r’sinddrdg dg .
Obr. 58
z| rsind
‘x\( _
- Ay
2\ S
/0 -
P
i

310

(1068)

(1069)
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a v eliptickych sotadnicich plati

dV = abaosf d? &. (1070)
Véta:

Je-liD nezaporna spojita funkce Aavyjaduje dvojny integral

j [H(xy)-D(xy)]ds (1071)
A

objem tlesa ohrarieneho sdola a shora plochami

(1072)

a valcovou plochou, jejiidici kiivkou je hranice obori.
Ditkaz

Predpokladejme, ze funkdge spojita na obord U E,. Je-li oborB
téleso utené nerovnostmi

< h ¥, (1073)
< H

potom nizeme psét

j” X, Y, 2) dV= jj D(J;» Xy ¥ dzdyc (1074)
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Urgime objem&lesaB mezi grafy spojitych funkcz = D( x y),
z=H(xY),(xy)OA D<H.

H(x,y

)
VA :jjjdV:Ij J. dz| dxdy J][ ]Z;((:;/)) dxdy
B A\ D(xy) A (1075)
:jj[H (x,y)=D(x,y)] dS
A
Priklad 1
Vypoctéme objem roténiho paraboloidu
z=X+ Y (1076)
ofiznutého rovinou
z=1 (1077)
Obr. 59
z4
z=1
1t !
y:fﬁ—xz)
Z'-x2+y2 A
‘ X 0] 1 x
A /o 1T ¥
x2+yZ=1
1 y=-y(1-x2)
X ‘
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Reseni

V kartézskych saiadnicich nizeme dané&teso vyjadit bud’ jako
obrazec prvniho typu:

—-1<x<1,
—1-x* < y<s+1- X, (1078)

X* +y* < z<1,

nebo jako obrazec druhého typu:

-1<x<1],
—Jz- X < ys+ 7= X, (1079)
x> < z<1.

V cilindrickych sodadnicich je vSak tot@leso uteno mnohem
jednodusSimi nerovnostmi

0<¢<2rm,

0<p<l, (1080 )
p°<z<l.

Podle ( 1066 ) tedy mame

2rl 1

mpdpdquz-“jp dzgh o = ”[p]z R

0 0 p? 0

(1081)

2mr 1

Jfle-erome -] -

|\)|2|
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Piiklad 2

Vypoctéme objem mnoziny ohratené plochami

X*+y'+7=R,

Z= 4 (1082)
z=Dh

kde

O<a<b<R. (1083)
Obr. 60

Reseni

Mnozinu nelze zapsat jako jednockes mezi grafy spojitych funkci,
neba’ horni plocha se sklad&asti rovinyz = b a¢asti polokoule.
Uloha je oso¥ symetrick& vzhledem k ogea proto vyuzijeme
transformace do cylindrickych skadnic (viz obr. 61).
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20

\f 0 Rt Ry @

Hleany obrazec je sjednocenim valce palanir; a vysSkyb —a, o
objemu

V, =R (b- g =7 R- B)( b }, (1084 )

S Elesem objem, uréenym nerovnostmi

0< ¢ <2,
R<p<R, (1085)

e

R, je polongr kruznice vznikl&ezem kulové plochy
X+y'+7=FR (1086 )
rovinou z =D tj.

X +y' = R-1. (1087)
Odtud je

R=VR-1. (1088)
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Analogicky vyp@teme polomr

R=VR-&. (1089 )

Tedy

] 27TR2 Rz—pz
V, = jpdpd¢dzzjj J o dzg @ =
Y °R =@ (1090 )
%% 3_38 pP-a?
— ,0( /Rz_pz_a)dpcwzzn(b 38._ 2&)
.OT%.
Hledany objem proto je
b-a
V:V1+V2:71T(3R°'—a2—ab— B). (1091)

Poznamka

PovSimrime si, Ze ke stejnému cili vede diky osové symetrii
predchozich dvouifkladi i jednodussi cesta a tou jd@mé pouziti
Riemannova integralu namisto integralu objemovédlaé. na.
posledni piklad sn&fuje gimo na integral

b b b

J :ﬂjmdx: nj( - x) dx:n[ rzx—xﬂ =

a
a a

3 3
:nﬂrzb—%—rzaﬂ%J :ﬂ%(3r2(b—a)—(b3— a3)) =

:ﬂé(?,rz(b—a)—(b— a)(b2+ abt é)):ﬂb;ga(?; F- F- ab- é).

(1092 )
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Pozorovani

Ze vztalh ( 1066 ), ( 790 ) plyne pré#ist obecnéhodesa
jednoduchy vztah

J[rav |[] vav f]f o

T= . (1093)

R TETE

Gaussova — Ostrogradskéhoédta, divergence vektorového pole

Michail Vasil évi¢ Ostrogradskij (1801 — 1862)

M¢jme vektorove poIeF(x, Y, z) které proteka uzagnou plochols,

tvorici hranici €lesaG objemuV. Tok poleF touto plochou je pak dan
ploSnym integralem

¢:<ﬂ>|:ds. (1094 )

S
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Obr. 62
4\ n
S
/U
X
y

Rozclme nyni objenV naN mensSich objerfV;. Ur¢ime toky pole
®. plochami§ ohrantujicimi tyto diki objemy a budeme j€isat.
Opet Ize snadno ukazat, ze toky vniimi sty¢nymi ploSkami se

v tomto sodtu navzajem vyrusi, nebB@ii scitani toki skrze hranici
dvou sousednich objense objevi jednou s kladnym a podruhé se
zapornym znaménkem (vytéka-li pole z jednoho objeraroveé
vtéka do sousedniho). Sumarni tok bude proto rpvéw ptivodnimu
toku plochouS.

ZN:CDi:i(-ﬂ)EdS:dD. (1095)
=1 = s

ZmensSujeme-li limitd objemyV;, zistava jejich sotet konstantni. Se
zmensSovaninV; se zmensuji . ale jejich sotet ® se roviz
nemeni. Nabizi se tedy moznost vyitgpodil €chto dvou neomezén
se zmensSujicich veln a prozkoumat vlastnosti jeho limity. Zvolime
v prostoru bodP o souadnicichx, y, za obklopime jej malym
objememAYV . Tok plochou ohragujici tento objem ozridme A®.

Vytvoifime posloupnos&\/i(P) neustale se zmensujici¢hsti objemu
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AV , které obsahuji boB. Této posloupnosti bude odpovidat
posloupnost tok ACDi(P). Ozn&ime

— pol®
div F _A\I/il(moA\/(P) : (1096)

Tato limita, pokud existuje fpdstavuje tok pol€é v bod P vztazeny
k jednotce objemu. Nazyvame phyergenci pole Fv boct P.
Upravime-li nyni vztah ( 1094 ) na tvar

N N
o = FdS= AD, = ﬁA\/i_ (1097)
Z : Z < AV,
s 1= 1=

V limit& posloupnosti neustale se zmensujicich objebsahujicich

vzdy jeden z botltélesaG se sotadnicemix, y, z piejde podﬂic\’;i

v divergenci pold- a sumu na pravé stra(1097 ) nizeme nahradit
integralem pes objenv:

d)z(ﬁﬁFdSszjdideV. (1098)

v s

Tim jsme odvodili jednu z nejdkzit¢jSich wt matematické analyzy,
znamou jakdsaussova — Ostrogradskéhoédia. Tato \Eta jinymi
slovytika, zeTok vektorového pole F uzavenou plochou je roven
celkové divergenci tohoto pole v objemu uzaeném touto
plochou.

Pozorovani

Vztah ( 1098 ) umatuje prejit od objemového integralu k plosSnému
integralu @es ohraniujici plochu. Speciel) volime-li

F=xi+)y+k, (1099)
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mizeme pomoci Gauusovy — Ostrogradskétty stanovit objenV
télesaG vypactem plosného integralugs hranicidlesaG:

v, :%Eﬂ)l: ds. (1100)

S

Zbyva nam jiz jen odvodit vztah pro vy divF. k tomuto @elu
uvazujme elementarni objem tvaru kvadru o hrarlagil\y, Az

rovnolkEznych s odpovidajicimi osamy kartézské soustavig. To
dvojici rovnolEznych podstav tohoto kvadru bude

AP, =AD,+AD =F,(X,y,z+AJA By EF( xy A X ¥
_OF

ZAXAYAz.
0z

(1101)
Celkovy tok povrchem kvadru tedy bude

oF
AD = an+ y+a|:Z AV, (1102)
ox o0y 0z

kde AV = AxAyA z. Odtud jiz plyne, ze

oF
divF = oF, +—L + oF, . (1103)
ox o0y 0z

Priklad 1

Vypoctéme objemdlesa
2 2
T:{(X’ yiz)DRSX_Z-l-%-'_éZSl} (1104)
a C

kde a, b, c> 0 jsou konstanty.
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Reseni

Jednda se o obecny elipsoid s poloosani c, pro jehoz vypdet bude
vyhodné volit eliptické saadnice ( 1065 ). &&jme je

T T (1105)

Vyuzijeme-li Gaussovu — Ostrogradskehiuwy okamzi¢ dostavame

V= mdv <ﬂ>x+ y+ & a:?lg” xdydz ydzex zdxd
A

:% ( (cosz¢ cods+ sifg cded+ sfi?) csddg =
0 -72
b f
:a?c (cos 9+ cos? sihd)dIdg =

0 —77/2
27T

2 2 21T 4
:—abcj =—ab =—J7 abc

0

(1106 )

Solenoidalni vektorova pole

Vektoroveé pole, které je mozno vyjitdako rotaci gjakého jiného
vektoroveho pole:

F=rotG, (1107)

se nazyv&olenoidalnimpolem. Vytvdme uzavenou plochis ze
dvou jinych plochS, aS;, o spolé€né hranicil.

Podle Stokesovyédty tok pole ( 1104 ) uz&enou plochols=S, +S,
bude
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(J;BFdS (Jj)rotGdS J-jrotGd§ jjrotGdg—
(1108)
(ﬁGdI (ﬁGd— 0.

Aplikujeme nyni Gaussovu — Ostrogradskéhlituva dostaneme

(J;ErotG dS:jdeivrotGdV:O. (1109)
S \%

Vzhledem k libowli ve volé plochySa objemw musi v celém
prostoru platit

divF =divrotG =0. (1110)

Toto je tedy nutnd a postgici podminka k tomu, aby pokebylo
solenoidalni. Odtud zaroielyne fyzikalni gedstava solenoidalniho
pole. Sil@&ary takového pole nesijh mit nikde v prostoru kladné
zdroje (Zidla) ani zaporné zdroje (odtoky), coz jegny opak
konzervativnich poli. Na rozdil od konzervativnfadli se siléary
solenoidalnich poli uzaviraji samy do sebe, tjvaigji tzv. viry.
Prikladem solenoidalniho pole jgeba magnetickeé pole, zatimco
piikladem konzervativniho pole je pole elektric&egravitani.
Obecné vektorove pole santepneé nemusi byt ani konzervativni ani
solenoidalni, tj.

divF#0# rotF. (1111)

Lze vSak dokazat, ze kazdé vektorové pole, kteséatdne rychle
klesa v nekonmu, miZze byt jednoznanym zpisobem rozloZzeno na
souet konzervativniho a solenoidalniho pole.
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Poznamka

Z interpretace plosneho integralu vime, ze udavézsini kapaliny,
které protée plochouS za jednotkwasu. Toto mnozstvi udava téz
trojny integral na pravé strarf 1098 ), ktery je limitou integralnich
soutd, kde se &taji hodnotydiv a v bodech mnozing uvniti S

V nékterych bodech jeliva>0 (ztidla), v jinych jediva<O0
(odtoky), nebadiva=0. Jestlize

Jjan dS>0, (1112)

S

pak ze ridel vytéka ¥tSi objem kapaliny, nez stihne odtékat odtoky.
V pripack, ze

jjan dS<0, (1113)

S

je tomu fesreé naopak. V prvnimifgpack plochou kapalina odtéka,
v druhém kapalina do plochy vtéka.

Hamiltonidv a Laplacaiv operator, snérova derivace

Skalarnim polenfrozumime libovolnou funkai proménnych. Jedna
se o funkce, kteréfifazuji bodim primky, roviny, prostorui
hyperprostoru skalar. Ve fyzice odpovida skalarnpoliinag.
teplotni pole, v geografii ndpnadmaska vyska, apod. Definujme
Hamiltondv operator nabla, predpisem

n=(9 9 9} (1114)
0x 0y 0z
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<Y

Sir William Rowan Hamilton (1805 — 1865)

PovsSimriEme si, Ze podle definice rotace vektorového p&82 ) plati

rotF=0xF. (1115)

Podobg, pro divergenci vektorového pole mame
divF =0F. (1116)

Pisobenim operatoru nabla na libovolné skalarni pemmika nam jiz
znamy vektor -gradient polef:

of of af]. (1117)

Of =gradf =| — — —
ox 0y 0z

Skalarnim sotinem operatoru nabla se sebou samym vznika tzv.
Laplaceiiv operator delta

2 2 2
4 g +a =div grad, (1118)

A=s0O0M=0f=—+
x> oy° 07

ktery mize pisobit jak na skalarni, tak i na vektorova pole.
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Pierre-Simon, markfz de Laplace (1749 — 1827)

Podobnou vlastnost ma téz operator

sDEiEsxi+ i+ gi. (1119)
0s 0X ay 0z

Nazyvame jepmérovou ¢i Gateauxovou derivacipodle vektorts.

René Eugene Gateaux (1889 — 1914)

Rovrez i tento operator fze pisobit jak na skalarni, tak na vektorova
pole:
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slif = ﬂ+ ﬂ+ ﬂ
o S/ay 257
oF oF oF oF oF oF

sUF= + + = “+ 52+ s, 1120
Sxax S/ay §az £§6x Yoy Toz ( )

aFy+ aFy+ oF, oF,, OF,, JOF
S ox S(/ay %3z Yax Yoy Toz)

Bude-li s jednotkovy vektor, potom vyrazlllf je projekci gradientu
skalarniho pold¢ do snéru s, a je tedy totozny s derivaci pole v tomto
sméru. Podoba vyraz sLTF mizeme interpretovat jako derivaci
vektorového pole ve sfrus.

V pripack funkci dvou prordnnych lze charakterizovat gnovou
derivaci fesrgji geometricky, viz obr. 63: tama pfise&nice grafu
funkcef s rovinou prochazejici bodem=[a, a,,0| a rovnokznou

s vektorys ak svira s vektorers uhel ¢, pro ktery plati

a(p)

1121
3 ( )

tang =

Obr. 63




327

Smérova derivace je tak zobesimim pojmu parcialni derivace.
Popisuje, jak rychle sedni v bod P zavisle prominna s pohybem ve
sneru obecneho vektors

Priklad 1

Uréeme snirovou derivaci funkce

f(xy)=xX+xy+2 ¥ (1122)
v bodk

P=[11 (1123)
ve snéru

Sz(%%j (1124)
Reseni

sOf :(i,ij(2x+ Y, 4y+ X :\f2x+%+ 2\f2y+%2. (1125)

=s0f (P) =4V/2. (1126)

Priklad 2

Uréeme jednotkovy vektas, v jehoz smiru je snérova derivace
funkce

f(xy)=xX+xy+2 ¥ (1127)
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vV bock

p= [1, ]] (1128)
nej\wtsi a uteme jeji hodnotu.

Re3eni

Gradient funkcé v boct P je

Of (P) =(3,5). (1129)

NejvétSi sneérova derivace funkce v bédP nastava ve sénu
jednotkoveho vektors, pro ktery plati

s=agradf(P)=(3,5) , a> ( (1130)
Odtud
5§ =+/9a’ + 25a° = a/34= /, (1131)
a tedy
q=_1 (1132)
J34
Proto
s:(%%‘j (1133)

Vysledek:
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sOof :(i ij(2x+ y,4y+ X) = 3 20 Vs N
3434 ,J_Z ENET AN TN
(1134)

Odtud
afa(sp) =sJf (P) =+/34. (1135)

Tecna rovina

Definici te¢ny grafu funkce jedné prainne, nizeme snadno zobecnit
na funkce vice progmnych v bod P=[p, p,,..., B]:

(x)= 1P+ P g - (Fa+z MRy,

i=1 =1 )§
(1136)

cﬁp(x): (p)dx- : otp)y_ p) (1137)

predstavuje diferencial funkdevice pronénnych, v bod P.
Specielg pro funkcef dvou realnych progmnych odpovida rovnice
(1136 ) rovnici téné roviny grafu funkcév bod P=[ p, p,|:

(v n). (1138)
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Obr. 64

Priklad 1

P~ ~
o o
4

D o~
— —
N—r N—r

()]

N

O

o

4

-]

£

>

2 >N

2 N

2

v 2 .

m + ~

—

5 < B8

0 I o L

D N > 0

v

4

Seni

Re

Uvedena plocha je grafem funkce

(1141)

X + Xy+2 Y.

f(xy)
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Funkce je diferencovatelna v biod a jeji diferencial je

df, (X)=3(x-1)+5 y-1. (1142)
Protoze
f(P)=4, (1143)

je hledana rovnice t@é roviny v bod P

z=4+3(x-10+ 5 y-1. (1144)
Uvedenim na obecny tvar dostavame

3x+5y- z— 4= Q. (1145)
Tayloruav rozvoj funkce vice pronmgénnych

Analogicky, jako u funkci jedné pramné, Ize i funkce vice
proménnych rozvinout wadu pomockzobecréné Taylorovy wéty:

Je-lim prirozenécislo a je-li funkcd v bodt P m-kréat
diferencovatelna, pak existuje jediny jeji Ta;iikopolynomtmip(x)

m-téhoiadu v bod P, pricemz plati:

tm,,j(x):Z%dk fo( X). (1146)

Je-lim prirozenéislo a je-li funkcd v bod P diferencovatelna
(m+1)-krat a je-liBOU,(P) pak existujey1(0,1) takové, Ze:

f(B)=t,p(B)+ (mil)! d™ f, e q(B+y(B-B).  (1147)
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Druhy ¢len na pravé strarnvyjadiuje chybu nahrady fugtki hodnoty
f(B) hodnotou Taylorova polynonma-téhoradu v bod P,

Priklad 1
Uréeme Taylofiv polynom druhéhaadu funkce
f(xy)=x (1148)

v bods P =(1,1), a ugeme chybu aproximace funkE&mto
polynomem na jednotkovém okoli boBu

Reseni

Nejprve spéteme vSechny prvni a druhé parcialni derivace fafikc

g—i:yxy‘l, g—f:xylnx,
0°f _ 0% f 0°f  9°f _
= -1 y2, — =¥ In? = = X1 .
aox YT S XN X gy X (L vy
(1149)
Déle
of (P of (P
()= 2 - )+ PPy )= e
0*(P) 2, ,0°(P) 0*(P) 2
d?f,(X)= - 2 — =
= x- Ny~ |
(1150)
Proto

tp (X) =1+ (x=)+(x-(y-9= 1+ (x- J[ #(y- }|. (1151)
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Nyni sp@&teme

d*f, e (B+¥(B-P)). (1152)
Plativeéta:

Je-li funkcef n promennychm-krat diferencovatelna v bédP, pak
vSechnym-té parcialni derivace v bédP liSici se jen ptadim

parcialniho derivovani jsou si ronvy.

Je-li tedy funkcd dvou prongnnych tikrat diferencovatelna v bed
P, pak plati

*f 9% _ 9°f
0x0x0y 0XYx 9y R X
*f 9% _ 9%
ox0yoy 0¥y 09 Y X

(1153)

Post&i nam tedy sp&itat pouze nasledujidigti derivace

0°f
OX0X0 X
0°f
0X0x0y
0°f
oxayoy
0°f
oyoyoy

=y(y-1)(y-2) 7,

=[2y-1+y(y-1) Inx] X7?,
(1154)

:(2Inx+ yIn® x) X

=x’In® x

Hledany teti diferencial v bo&C tak bude mit tvar
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¢, () =21 (k- +3- 2T (e (v o)
c AXIXD X 9>0 0
. o (1155)
3 -¢)(y-¢) - ¢)’.
B oy < alyme) o a (v 6
Neboli

d*f(X)=c(g-1)(y-2) *3( % ¢+
+82- ro(e- LiIm]c?(x ¢ (v g+
+£2Ir(|:l+c2 Iﬁq) > x=¢)( ¥ 9)2 ¢ Ind y 9

(1156)

Pak
OB=[h,b]OU,(P) Oyo(0,) :

1 (1157)
:blbz :tz,P(B)'*'gd3 fA+y(B A ( B+y( B- F))
Dosadime-li nyni do ( 1156)
C=P+ y( B- P),
X:B+y(B— P), (1158)

dostavame korémy vysledek. Protoze bdgljsme si stanovili uvnit
jednotkoveého okoli bodR, mizeme volit nap

1,2),

B=(

yei (1159)
a mame

c=[13. (1160)

X =[13.
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Odtud plyne

d*f, e p(B+y(B-P)=0. (1161)
Na jednotkovém okoli bodR tak Taylofiv polynom

typ (X) =1+ (x=1)[ 1+ (y- 1] (1162)
aproximuje funkci

f(xy)=x (1163)
s absolutni fesnosti.

Lokalni extrémy funkce vice proménnych

Lokalni extrémy funkce vice pramnych mohou byt pouze ¥ah
vnitinich bodech jejiho defitmiho oboru, v nichz kazda prvni
parcialni derivace, ktera existuje, nabyva hodmoia. Body, v nichz
vSechny prvni parcialni derivace existuji a jsoensonule, nazveme

stacionarnimi body funkcef. Pro stacionarni body funkéeak plati
podminka

Of (P) =0. (1164)

Analogicky, jako u funkci jedné pramné vSak funkce jeShemusi
mit ve stacionarnim b@&dokalni extrém, alébrz tzeedlovy bod
(viceroznérnou analogii inflexniho bodu). Nutna a pastgci
podminka pro existenci lokalniho extrému je u funkce
promgnnych komplikovagjSi, nez u funkci jedné pramné a zni:

Veéta:

Neclt funkcef dvou nebo vice proénnych je dvakréat
diferencovatelna ve svém stacionarnimdBdJe-li
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D,(P)>0,D,(P)>0,...,D,(P)> (1165)
resp.
D,(P)<0,D,(P)<0.,...,D,(P)< G, (1166)
kde

0*f(P) o*f(P) . 9%f(P)

XX 0x%  0XX

0*f(P) o*f(P) . 0°f(P)

D,(P)=| ox,x  0%%  0%X | (1167)

0’f(P) o*f(P) 0%f(P)
0X, % 0X%,% 0X X

pak ma funkce v badP lokalni minimum, resp. maximum. Je-li vSak

D,(P)#0,D,(P)#0,...,D,(P)# C (1168)
a zarové neplati ( 1165 ) ani ( 1166 ), potom funkaeema v bod P
lokalni extrém ale ma vém sedlovy bod.

Poznamka

V bodech, v nichz funkckesphuje kritérium ( 1165 ) ji nazyvame
pozitivné definitni.

V bodech, v nichz funkcksphuje kritérium ( 1166 ) ji nazyvame
negativné definitni.

V bodech v nichz funkcksphuje kritérium ( 1168 ) ji nazyvame
indefinitni .
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Vazané extrémy funkce vice prorénnych

Nech f agjsou funkcen proménnych.Rekneme, ze funkcema
v bodt P vazané maximums vazbouwy(X) = 0, jestlizeg(A) =0 a

OXOD(f): f(X)< f(A), g X)=0. (1169)

Rekneme, Ze funkdema v bod P vazané minimums vazbou
g(X) =0, jestlizeg(A) =0 a

OXOD(f): f(X)=z f(A), g( X)=0. (1170)

Vazana maxima a minima nazyvame souhrnnym nazéazané
extrémy.

Piiklad 1

Urceme vazané lokalni extrémy funkce

f(xy)=xX+y (1171)
(sedlova plocha) s vazbami

a) 2x—-y+1=0,

b) X2+ y?>—4=0, (1172)

c) x>+ y°-3xy=0.
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Obr. 65

a)

y=¢(x)=2x+1, (1173)
takze

h(x)= f(x¢(X)= R-(2x1)° =-3%- 4x_. (1174 )

Uloha se tak redukuje na problém nalezeni globalekttént funkce
jedné prominné.

@:—6x—4: 0, (1175)
dx

odkud
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x:—g (1176)
2
%:—6. (1177)

Bod x= —% je tedy globalnim maximem funkde globalni minimum

tato funkce nema. Odtud vyplyva, ze funkeea vazané maximum
1/3 v bodt

_|_2_1
[X,y]—[ 3 3] (1178)

vazané minimum nema.
Pozorovani

Geometricky Uloha nalezeni vazanych exifi&@namena nalezeni
extrémnich hodnot podél zadané vazby.

b)

Vazbu v tomto fipad tvori kruznice se gédem v poatku a
polomérem 2. Kruznice, jak vime, sama o &ateni funkci, Ize ji vSak
vyjadrit jako sjednoceni dvou funkci:

(x)=+/4-x,

2 (1179)
¢, (x)=—Va-x.

Obg funkce jsou definovany na intervalt2, 2). Dale
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n()=h(=h(}= &-(Va= %) =2 %-4

@:4x:0.
dx

(1180)

Odkud
x=0 1181

( )
je bod lokalniho minima, nebo

2
%:4. (1182)

Navic jsou zde dvglobalni maxima v bodech -2 a Ziv@dni funkce
f ma tedy vazané minimum v bodeéh-2] ,[ 0,4 a vazané maximum

v bodech-2,0] ,[ 2,4.

C)

Zde se nam nepotigrevést implicit@ formulovanou vazbu
do explicitniho tvaru. V tomtoffpact se uziva tzvLagrangeova
metoda nejprve utvéime novou funkci

h=f+Aq, (1183)

kdeg je vazba & je ¢islo, které volime tak, aby stacionarni body
funkceh byly sowasré korenyg. Jednotlivé stacionarni body funkce
h pak testujeme na lokalni extrémy a ma-ligkterém z nich funkcé
lokalni extrém, ma vdm funkcef vazany lokalni extrém téhoz typu
s podminkoug(X) = 0. Ugeni stacionarnich bddunkceh tak vede
na soustavu rovnic
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ﬂ+Aa_g:’
2N
ot L1099 o
0%, 0%
; (1184)
of 409 _g
ox,  0x,
g=0.

Jednd se o soustavin@ 1 neznamychn(neznamych tvid sodadnice
X, %,..., % prislusného stacionarniho bodu a dalSi neznamdisije
A).

V nasem pipadt tedy dostavame
h(x y)= X+ >F+)I(>?+ y°’—3x3). (1185)
Pro jeji stacionarni body z ( 1184 ) plyne

2x+A(3% - 3y)= 0,

2y+A(3y’-3x)=0 (1186 )
x>+ y*-3xz=0.

Redenim této soustavy jsou dva stacionarni bodyctimk

[0,0, A1DOR,
23] 4= (1187)
22 3

Snadno zjistime, Ze v patku ma funkcd nag. proA = 0 lokalni
minimum, takze funkcéma v p@&atku vazané lokalni minimum.
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V bodk B%’j A= —g ma funkceh lokalni maximum, takze funkce

f zde ma vazané lokalni maximum.
Uvod doreseni parcialnich diferencialnich rovnic
Schrédingerova rovnice

Predstavatastic, coby drobnych kulek analogickych &nym
objekiim znamym z makrosta, z&ina selhavat jiz zhrubaip
Planckovych hmotnostech (2&g). Ri jes& mensich hmotnostech
castic se zéina stale vyrazji projevovat jejich vinova podstata. Jiz
v roce 1905 ukazal Albert Einstein, Ze fotoelekiyigev je
vys\gtlitelny pouze za fedpokladu, ze elektromagnetick&ad ma
mimo obvyklych vinovych, zarowe korpuskularni vlastnosti.
Postuloval takiastici s¥tla, ktera byla pozgji nazvanaoton.
Energie fotonu o frekvensi je dana jednoduchym Einsteinovym
vztahem

E=vih, (1188)

za jehoZ odvozeni Einstein obdrzel Nobelovu cemrce 1921.

Albert Einstein (1879 — 1955)

Vidime tedy, Ze energie fotonu j&éimo un®rna jeho frekvenci, kde
konstantou Grérnosti je fitom Planckova konstantah = 6 10> Js,

v Wt S

1900) o vlastnostech vyimavani absolutcerného &lesa.
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Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858 — 1947)

V kvantové mechanice je obvyklé pracovat nikoliekf’encemi, ale s
uhlovymi frekvencemi

wWw=27 . (1189)
V této symbolice ma pak Einsteinova formule ( 118®vyklejsi tvar

E=wh , (1190)

kde 71 = 21 je tzv.redukovana Planckova konstantaktera je
T

povazovana za skute elementarni kvanturakce (veliciny dané
sowinem energie dasu).

Protoze mezi frekvenci a vinovou délkou plati jedbchy gevodni
vztah

v=—", 1191
7 ( )

kde c je rychlost postupu \ini, dostavame pro energii fotonu
alternativni vyjadeni

_cth_
A

E mZ . (1192)
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Patatkem 20. let minulého stoleti navrhl francouzskzik Louis de
Broglie, ze by formule ( 1192 ) &fa platit zcela obecnhnejen pro
fotony, ale i pro vSechny ostattdstice.

Z rovnosti ( 1192 ) okam&tplyne de Brogliév vztah mezi hybnosti
casticep a jeji vinovou délkou :

prmmi (1193)
mu p

kdeu nyni zn&i obecr rychlostéastice.

Louis Victor Pierre Raymond vévoda de Broglie (1892 1987)

De Broglieova hypotéza byla skate experimentalé potvrzena

v experimentech s elektrony a dalSitasticemi, které po pchodu
dvémi Uuzkymi S€rbinami vzajema interferovaly, jako by se vskutku
jednalo o vigni o vinové délcel .

Jestlize jsowastice zarouvevinénim, pak musi byt popsany obecnou
vinovou funkci:

W= Aexp[—ia)(t —Eﬂ . (1194)

Dosadime-li do tohoto obecného vyrazwzawaAv zau,
dostaneme vinovou funkci zcela konkratastice:

W= Aexp{—%(vt —;XH | (1195)
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neboli z de Broglieova vztahu
E Aexp[—l%(Et— px)} . (1196)

Vyraz ( 1196 ) je matematickym vyjghim vinového ekvivalentu
volnécastice s celkovou enerdtia hybnostp, pohybujici se ve
SIMEru +x.

Jestlizecastice podléha ndjenejSim omezenim, jakym je namutina
rezonatoru, paebujeme znat zakladni diferencialni rovnici, prokici
Y v takovémto omezujicim praedi.

Derivujeme li ( 1196 ) dvakrat podiea jedenkrat podle dostaneme

a2¢/ p2
x> T h? v
_ (1197)
6_(/1 = —Ew
ot B
Odtud
2
p2w=—hzaf , (1198)
0X
£y = _Z%‘/f | (1199)
|

Pti nerelativistickych rychlostech (malych ve srovhamychlosti
swtla) je celkova energik ¢astice prostym sd@tem jeji energie
kinetické a potencialni energig ktera je obecahfunkci polohyx a
casut :

E=F +v. (1200)

Vynasobenim této rovnice vinovou funkgic¢astice mame
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Y vy (1201)
2m

E[ﬂ:

Dosazenim vyraz( 1198 ) a ( 1199 ) do ( 1201 ) obdrzime hledanou
diferencialni rovnici :

how  h? 9%y
noy _ VU 2
i S VY (1202)

Tuto zakladni pohybovou rovnici kvantové mecharoklyodil Erwin
Schradinger v roce 1925, ktery je tak pravem pova#aa rok zrodu

kvantové mechaniky.

Erwin Rudolf Josef Alexander Schrodinger (1887 — 161)

Protoze realny prostotas jectyirozmerny, gicemz jeden rozgr
pripada natas a zbylé 3 na prostor, je fElta zobecnit
Schrdédingerovu rovnici na trojrozimy tvar:

Ea_w:h_z 2,1 _
=DV (1203)
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Piiklad 1

Jednorozrérnou vinovou funkcl ¢astice nizeme upravit do tvaru

W:Aﬁxp[—i%(Et— px)} AEEX;{ lit) ox {)Ip;lxj wie E) Et)
(1204)

. . : y L. IEt
v niémz jeW sowinemcasow zavislé funkcaexp(——) a funkce

polohy .

Hermann Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821 — 189%

Ve skut&nosti maji vSechny viny v konzervativnich silovymblich
¢asovou zavislost tohoto tvaru.

Dosadime-li nynf¥ do Schrédingerovy rovnice, obdrzime po drobné
upraw rovnici

oY Zme 0, (1205)
ox?

cozZ je tzv.stacionarni vinova rovnice Jeji trojrozrérny tvar je

D2y + 2mE

—y¢=0. (1206)
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Redme nyni tuto rovnici pro nitro krychlové dutitkgle je nay
kladena hrani podminkay = 0 vSude na &hach dutiny.

Obr. 66

X

Rovnice ( 1206 ) obsahuje vSechiiysbuadnicey, y, z

Abychom nalezlieSeni, musime ji nejprve separovatinadzavislé
rovnice, z nichz kazda obsahuje jen jednuraonici.
Predpokladejme proto, ze vinova funkggx, vy, z) je ve skuténosti
sowinem ti funkci ¢ (X), ¢(y), ¥2), jez zaviseji vzdy jen na jedné
Prongnnéx, y, resp.z ij.

vy =4 (3w, (YB.( 3. (1207)

Tento gedpoklad je rozumny, nebo@bsahuje jen nezavislost ny
(s kazdou sdadnici na zrdnach¢/ s ostatnimi saadnicemi.
Parcialni derivace funkce ( 1207 ) jsou

oy _ . dy,
AX> =Y. dé
oy _  dy,
oy ¥y

0’y _ d’y,
07° Y dZ

(1208)

vy
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Dosadime-li nyni tyto parcialni derivace spoli¥ s ¢ ¢ ¢, do
(1206 ), dostaneme

w dy,, . dy, 2mE _

Délenim této rovnice vinovou funkci ( 1207 ) a usmanimclend
mame

1d%, , 1 d%y, L, 1d%, __2amE
@, dx w dy’ lﬂ iz n?

(1210)

Kazdyc¢len na levé stranrovnice ( 1210 ) je funkci jiné pramné a
prava strana je konstanta nezavisla na hodnotaclz.

Kazdy¢len nalevo se tudiz musi rovnat samostatné korsteoit ze
vyjadrit vztahy

1dyw, _ .
Sl = k2, (1211)
1dy,
v, dy Ky (1212)
1dy, _ .,
a7 =-k2 (1213)

kde konstantk jsou ve skuténosti slozkami vinového vektoku
stojaté viny uvnit krychlové dutiny, které musi smvat podminku

(1214)
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Rovnice (1211), (1212), (1213 ) mohou mitgerova a kosinova
reSeni.

Okrajové podminky kladené napozaduji, aby byl@/= 0 na sthach
dutiny, tj. v mistech, kde g vy, zrovno 0 nebd..

Témto okrajovym podminkam vyhovuje jen funkce simeha’ jen
ona se rovna v gatku 0.

Nyni jiz tedy mizeme zapsat hledanou vinovou funicve tvaru

Y(xy, )=ppp,= Asin( kysi k yOsi k).  (1215)

Volbou funkce sinus jsme zatim zajistili, aby byle= 0 v p@&atku.

Nyni musime ufit velikostik,, k,, k, komponent vinového vektoru
tak, abyy=0i @i xy, z=L.

Tyto, tzv.vlastni hodnoty vinové funkcey, ziskame z druhé okrajové
podminky, coby

k L=mh,; nON,
k, [L=rrlh,; n ON, (1216)
K, [L=rmlh,; n,LON.

Toto mizeme napsat téz ekvivalentnimigpbem z pomoci vinového
¢islak pro rgjz plati

2 1,2 2 2 _ 2 ni n)zl n22 .
K=k +K +k=m ?+?+? ; n, N, NON.  (1217)

ViInové funkce uvnit dutiny jsou pak dany vyrazem

n,71
w:AEﬁ;innXZD(ESin VLEVEBinnZIEDZ ., n.,n ,n0ON.(1218)

a mozné energie jsou
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2

(1219)

2 2 n2
E:(nx+r1/+r§)2m|_2

Hodnoty vinovéhaislak netvai jednoduchou posloupnost jak jsme
zvykli v jednorozngrném gFipack.

MuZe se stat, Ze i vice nez jedna stojata vina néd tuwdnotik, a
tudiz stejnou frekvenci a stejnou energii. Tutotekuost pouzil
dansky fyzik Niels Bohr pro popis energetickychdmteelektrori

v atomu vodiku.

Niels Henrick David Bohr (1885 — 1962)

Maji-li dvé nebo vice stojatych vin spéleou frekvenci, nazyvame je
degenerovanymi stojatymi vinami

Obr. 67

(a,a,a)

n=1,n=2,n,=3

(0,0,0)
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V dutirg je stupé degenerace tingtsi, ¢im veétSi ma dutina stupe
symetrie.

V nasem pipadt krychlove dutiny je \ibec nej¢tsi.

K tomu, aby v krychlové dutio strag L existoval méd ( 1215),
musi délka kazdé komponenty jeho vinového vektgtudwna
celatiselnému nasobku hodnatil.

Mody mizeme znazornit zobrazenim ok, ky, k;) v tiirozmerném
prostoru.

V ptipact obecr obdélnikove dutiny o stranach délky L,, L,
muzeme ( 1217 ) okamzizobecnit

n> n;, n’
:kf+ky2+l§:n2 LX2+Ly2+L22 ; n, n, NON (1220)
X y z
odkud pro mozné energie plyne
2 2
ﬂzh(Lx+|:y+ln7j (1221)

Uvod do Fourierovy analyzy

a) Fourierovarada

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830)
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Nejjednodussi odvozeni Fourierovy transformace aych tzv.
Fourierovyrady periodické funkce, jejiz motivaci Ize nalézt ve
skladani anizochronnich harmonickych kirtdhoz sniru s takovymi
frekvencemi, aby vysledna funkce mohla byt perikéjdedyT = nT,,
kden je celé cislo. Funkce dana touto superpozici Imoidévar

f(t):%+2ahcos(n£2t)+zq sin( 2 1), (1222)

kdea,, b, jsou funkce tvéci tzv. spektrum operatofu

Nejprve budeme uvazovat funkci periodickou na irder(0,T) a

budeme pedpokladat platnost vySe uvedeného rozvoje pjakou
kombinaci koeficientii a,, b,. Obé strany rovnosti vynasobime funkci
sin(mQT) a prointegrujemeies interval délky

_2n

T=" 1223
o ( )

Dostaneme rovnici

T T

jf(t)sin(mQt) dt:%‘[aosin( nQ | dtr

+ an s(mQt) <im0 1) dt+ (1224)

+Zan s(mQt) che i) dt

. [ 4
n=1 0

Vyuzitim vzajemné ortogonality funkci 1, sin, cassthneme
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T

J.f@)coqnflodt:f%;- (1225)

0

Podobr postupujemeip urceni koeficientua, a tim ziskame vztahy

T

qﬂ:% f (t)cos(met) dt
0 (1226)

T

b, :%j f (Dsin(mQ) dt

0

Aby bylo mozno funkcif (t) vyjackit fadou, musi spbvat tzv.
Dirichletovy podminky:

1. f (t)je naintervall/0,T) ohranten,
2. f (t) ma naintervald0,T) nejvySe konény paset singularit,
3. f(t) m& nainterval0,T) alespa jednu z &chto viastnosti:

(a) ma konény paiet boadr ostrého lokalniho extrému,
(b) je patastech monotonni,
(c) je pacastech hladka.

] _
Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859)
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Jestlize funkcef (t) tyto podminky spiuje, pak v kazdém bed
spojitosti ji Ize rozvinout ¥adu ( 1222 ) tak, Ze jé (t) souwtem této

fady a v kazdém be@d, nespoijitosti prvniho druhu je sirt tétorady
roven 1. Dirichletovy podminky jsou vSak pouze paégici, nikoliv
nutné. Existuji funkce, které tyto podminky néspil a gesto jim
piifazena Fourieroviada konverguje tak, Ze jejim soem je
rozvijena funkce.

Pro praktické p&itani obvykle vyja#lijeme Fourieroviiadu na
intervalu p(a,b) ve tvaru

Fm(x):i+ E (akcosm(+QSin2ﬂ—b(j, (1227)
2 b-a b-
k=1
kde
b
2 271KX
=— | f(x)cos—— dx.
% b-a ( ) b—a
s (1228)
2 . 27TKX
=— | f(x)sin——dx
b b-a ( ) b-a

a

Pro derivaci a integral Fourierovgdy dale plati:

- . 27TKX 27TKX
F'(x)= -k| a, sin——-h cos—— |,
n(¥) Z (ak b-a A b- aj

k=1

X

ij(x)dx:j () o= g+

1] 27k ( kX Zrkbj
+Z— a, si——-b| cos—- ces—
K b- a b- a

(1229)
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Speciel’ je mozno z Fourieroviady odvodit tzvParsevalovu
rovnost:

b

(o]

o (ax=2 > (44 ) (1230)

A k=1

Marc-Antoine Parseval (1755 — 1836)
Priklad 1

Sestrojte Fourieroviadu padesatého stupnasledujicich signal
jednotkové amplitudy:

a) Jednotkové obdélnikové pulsy,
b) Rovnoramenné pilovité pulsy,
c) Cykloida jednotkoveho polo#nu.

Reseni

1 50

F50(x):% j f(x) dx+z sin(mogj () sin(7r kY dx

-1 k:].

(1231)

o cbaio) [ 1) damoj .
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kde

a) f(x)=sgn(x), (1232)
b) f(x)=x, (1233)
c) f(x)=v1l-x. (1234)

Grafy této Fourierovyady pro uvedené funkdgsou vykresleny na
nasledujicich obrazcich.

Obr. 68
a)

3}
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Obr. 69
b)

Obr. 70
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b) Fourierova transformace

Vyraz pro Fourierovu transformacittreme odvodit z Fourierovy
fady provedenim limitniho proceJu- o, tedy zvolenim nekoreé
doby periody¢imz umoznime vyuziti této metody i pro funkce, &ter
nejsou periodicke.

Dosadime-li ddady ( 1222 ) vzorce pro koeficienty ( 1226 ),
vyuzitim zakladnich trigonometrickych vztapro cos(7 -t)

dostaneme

T/2 T/2

(o]

f(r):%j f(t)dt+$ZJ f(t)cofnQ(r-t))dt, (1235)

-T/2 =l 172

Budeme-li uvazovat pouze funkce absodutrtegrovatelné na celé
realné ose

I‘f(t)‘dt<oo, (1236)

pak prvni¢len bude mit v limit proT - o nulovou hodnotu.
Ve druhémélenu mame aritmetickou posloupna®2 s konstantni
diferenciQ. Ozn&ime-li

nQ = w,
1237
NAw=Q = 2_7T ( )
T
dostaneme

T/2
f

2

=L -T2

(t)cos(w(r—t))dt w, (1238)
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Vyraz sumace vyjadije v limitE T - o integralni sotet a rovnice
(1238) pejde ve dvojny integral

r) :7—17];]2 f (t)cos{w(r ~t)) dtdew. (1239)

0 —o0

Dosadime-li do ( 1239 ) podle Eulerova vzorce zkéiicos,
dostaneme koray vyraz pro Fouridiv integral

! j J f (t)e“) dtcw. (1240)
277

—00 —00

Tento vztah se da zapsat v symetrickém tvaru jako

]

jf )& dt [¢ (1241)

—00

T

el

Vyraz uvnit hranaté zavorky povazujeme za Fourierovu transiorm
funkce f (t) a zbylasast vztahu udava inverzni Fourierovu

transformaci

F(1(1) =F () :% j f (e d, (1242)
F{F(@)= ()= j “ G, (1243)

Pti odvozovani (limitnim pechodu) Fourierova integralu byly pouzity
pRedpoklady o integrovatelnosti funkde(t) a o jeji rozvinutelnosti

ve Fourieroviradu na kazdém intervalia, b) (tedy spigni
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Dirichletovych podminek),ixdemz se fedpokladalo, Ze integral
vyjadiuje funkci f (t) ve vSech bodech spojitosti. Fourierova

transformace vsak iie existovat i k funkcim, které tyto podminky
nesphuji.

Zakladni vlastnosti

Pro praktické vyuziti Fourierovy transformace jslilezité jeji
nasledujici vlastnosti:

Linearita: Z vlastnosti integralu plyne vztah
F(af (t)+bo(1)= aF ( f(9)+ b7 (o)) (1244)

pro libovolneéa, b (i komplexni), z2tehoz plyne linearita Fourierovy
transformace.

Zmeéna meéFitka: Je-li v argumentu funkcé (t) provedena zéma
metitka, pak plati

F(f(at)) == F(C—dj. (1245)

4 \a

Posun véase Provedeme-li v argumentu posungtpak pro obraz
plati

F(f(t-1))=F(f(t)xe™). (1246)

Modulaéni véta: Je-li posunutr provedeno ve spektralni oblasti, pak
plati

F(f(t)e") = F(w-1), (1247)

tedy posunuti se projevi modulaci.
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Dualita transformace Pro dvojnasobné uziti Fourierovy transformace
plati

F(F(1 (1) = f(-w). (1248)

kde je nutno po provedeni prvni transformace fonthahnenit wza
t.

Derivace originalu Ma-li funkce f (t) na kazdém intervalu kotieé
délky derivaci ve smyslu absolgtspojité funkcef (t) a olg tyto

funkce jsou lebesgueovsky integrovatelné {pope jsou v kvadratu)
na intervalu(—o,c0), pak plati

F(f'(t) =iwF(f(t)) (1249)
tedy operace derivovani v originaliephazi na nasobeni v obraze.
Op&tovnym pouzitim Ize odvodit vztah i pro vyssi dexe (n-tého

radu), v #mz je vyraziw nahrazer(iw)"

Derivovani obrazu Nech jsou funkcef (t) atf (t) lebesgueovsky
integrabilni (pop. ok¥ v kvadratu), pak plati

F'(f(t))==iF(tf (t)) (1250)

tedy derivovani obrazur@chazi v nasobeni originaluObdobg pro
vy3sirady derivace se vyskytnou vztaHyt"f (t).

Integrace originalu Existuji-li Fourierovy transformace funkdl'(t),

jf (t)dt, pak
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F jf(r)dr =—F(f(1), (1251)

—00

tedy integrace v obrazégyde v @leni vyrazemw, pron-nasobnou
integraci se vyskytuje nasobe(iidv)".

Obraz redlné funkceJe-li funkce f (t) redlna a jestlize k ni existuje
jeji Fourieruv obra¥(w), pak plati pro komplexni sdruzeni

F(w)=F(-w) (1252)

Parsevalova &ta: Je-li f (t) absolutg integrovatelna a omezena pro
skoro vSechng pak

j\ f(t)] dt= j\ F(w) dow (1253)
Limitni vlastnostt Je-li
I‘f(t)‘dt<oo (1254)

pak pro Fourigiv obrazF(w) plati

lim F (w) =0 (1255)

w— 0
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Priklady aplikaci Fourierovy transformace
a) Princip neucitosti

Uvazujme funkcif (t) se spojitou derivaci (pro jednoduchost) a

nulovou pro dostateé¢ vysoké absolutni hodnotyDisperze této
funkce R vzhledem k bodu a je dana vztahem

D, (a) = j (t-a)| F(9f c (1256)

Hodnotua, pro kterou jeDs (a) minimalni, nazyvamsticedni
argument funkcef. Nech dale jeb sttedni argument Fourierovy
transformace funkcé (t) a gredpokladejmer=b = 0.

Uvazujme funkci parametru
|(r):j\tf (t)+7f (1) dt, (1257)

kterou rozepsanim, integraci per partes a pouRtrsevalovy
rovnosti prof'(t) upravime do tvaru

|(r)=D, (0)-7|f | +7°D, (0)= C. (1258)
Diskriminant tohoto vyrazu musi byt nekladny:
|f]I" - 4D, (0)D: (0)= C (1259)

z &ehoz plyne pro normovanou funkei(t)

D, (0)D; (0) = (1260)

HlPF
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Cim vice je tedy funkce (t) soustedsna kolem sedniho

argumentu, tim méne soustedéna okolo sveho stdniho argumentu
jeji Fourierova transformad€(a).

Piiklad 1. Gaussova funkce

Pro modelovani v oblasti teorie pr&pddobnosti i jinych, ma velky
vyznam Gaussova funkce

y(t)=e, (1261)

kde o >0 je parametr wujici ,Sitku“ funkce. Stanoveni jejiho obrazu
provedeme z defitniho vztahu, v &mz ol& exponenciely slatime a
exponenty pevedeme na sdatctverce atasti nezavislé na

(1262)
Posledni integrand nema primitivni funkci, takgebpjdo nutno
zintegrovat lebesgueovsky:
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- 00 00 (1263)

.
Ieazdt:&a. (1264 )

FINO)(w)=Fe (1265)

coz je hledany Fouriév obraz Gaussovy funkce. Je &tidze tvar
funkce se zachova, ale Sirky originalu a obrazu gdv souladu
S principem neuitosti) negimo ungrne.

Priklad 2 Gaussovské vinové klubko
Nyni budeme diskutovatipadieSeni jednorozamné Schrodingerovy

rovnice pro volnowastici, které Ize psattv= 0 ve tvaru tzv.
gaussovskeho vinového klubka

w(x0)=— exp{—(x_a)z} (1266)

[ 2

kded je kladné realnéislo. Snadno Ize @&¥it, Ze tato vinova funkce
spliuje normovaci podminku
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j\w(x,o)f dx= \/%j-ex;{—(xgza) J dx= 1, (1267)

kde [x- & = d udava vzdalenost odrstiu vinového klubka, pro niz

hustota pravépbodobnosti klesne na hodndite ve srovnani s jeji
amplitudou.

Obr. 71

|

|r1 ’\'wm-—--—-r
)

Snadno vypéteme stedni hodnotu vinoveé funkce ( 1266 ):
:Iwm(x,o)xy(xo) dx= ¢ (1268)

ktera je dle dekavani totozna s polohouestiu vinového klubka.
Podobi snadno Ize vypost |

:j¢m(x,0) Xy ( x,0) dx:d—22+ g. (1269)

Odtud pak dostavamerstini kvadratickou odchylku stadnice
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(=9 )= [0 (xO)x3) w x0) e

jwm(x,o)(% - 2x( %) +( >§2)¢/( x0 dx

w0 w(x0) ax- 23 [ (%9 w( x9 ox

=097 [0 (x0w(x0) b= )~ ¥ =

(1270)
podobny vypdet mizeme provest i pro operator impulsu. Nejd
dostaneme

X

(p) ZIwD(X,O)— ihdiw(x,o) dx= G, (1271)

kde integral vySel roven nule, nebiategrovana funkce je licha. Dale
vypocteme

U . d? B
(B >—jw (xo)ud—w(x,o) dx=_ - (1272)

Pro stedni kvadratickou odchylku impulsu odtud plyne

(B=(B))=(¥)~(B’= & (1273)

2d?

Pro vinové klubko ( 1266 ) vychazi tedy nenulovédni kvadraticka
odchylka jak sotadnice, tak i impulsu.fiPméienich na
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kvantowmechanickém souboru daném touto vinovou funkci tedy
nedostavame ostré hodnoty sminice a impulsu, nybrz hodnoty,
jejichz distribuce pravipodobnosti zavisi na vallparametrud. Je
ziejmé, z&lim je ¢astice pesrgji lokalizovana v tzvsouwradnicovem
prostoru, tim negesrtji je lokalizovana vimpulsovém prostoru
(tzn. tim nepesrEji je uréen jeji impuls) a naopak.

Souin kvadratickych odchylekistava konstantni:

((x=00F Y(p-(m)7) =2 (1274)

(=0 p=(B)=5 (1275)

Je Zejmé, ze obecniesSenicasové Schrddingerovy rovnice pro
jednorozndrny pohyb voln&astice lze psat ve tvaru superpozice
reSeni (1204 )

2

o0 P
—1t—pX
1
() :ch( Pexp2m_— . (1276)

kde C( p) je komplexni koeficient rozvoje do rovinnych viavisly na
p. Z tohoto vyrazu je patrno, Ze funkcgp) je Fourierovym obrazem
funkcey (x,0), ktery Ize utit pomoci inverzni Fourierovy
transformace

c(p):ﬁj‘w(x,o) exp%( dx. (1277)

Dosazenim (1277 ) a (1266 ) do ( 1276 ) ziskaedamy vyraz pro
jednoroznérnou vinovou funkci volnéastice
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Ww(xt)=

o @ p®
2 —1t—=pX
X—a
15 lJ‘J.exp{ Phx_( 2d2) deexpzmT dg.
onmid2,s,  \ !

(1278)
Priklad 3 Heisenbergovy Relace nefitosti
Pozoruhodnou vlastnosti kvantovéheétaye jeho nekumutativita.

Spateme si pro jednoduchostretini hodnotu sainu operatol
hybnosti a polohy:

=2 J‘gyﬂx%{’dijﬂw dx :_ﬁj‘wu% e, (1279)

o= [0 2 e [0 2%
(xp>—Jw X aXt// dx ijw -~ dx

(p%)—(Xp)=—#0. (1280)

Definujme algebraickou strukturu zvankomutator :
[P =(PX-(XD. (1281)

Relaci ( 1280 ) pak fZzeme zapsat v obvyklejSim tvaru
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o h
[p:¥]==#0. (1282)

Rikame, Ze operator polohy a hybnosti spolu vzajenakomutuji.
To je vlastnost, ktera v klasické mechanice nentiob a naopak je
zcela Bznou v mechanice kvantové.

Predpokladejme, ze mamedrekomutujici pronnéA, B. Potom

[A, é}:ié. (1283)

Spaitejme stedni kvadratické chyby &eni. Pouzita Diracova
symbolika vSak bude podrobryswtlena az veretim dilu
vénovaném vysSi algeéd, takzetten&, ktery s ni neni dostates
obeznamen, dze nasledujici vypeet v prvnimcteni greskait.
Pro sodin kvadrafi stednich kvadratickych chybgieni (tzv.
varianci) plati

(03, )" (8b,) = (w|(AR) @) w|(aB) ) = (ah|a W) (a By |n o) =
“zfjarlaB)f =wlambp) -

= (AAAB+ABAA) (AAA B-a®Aly) ‘

=Sl akod ) 4”|[AAAB}|¢’>

z §<w|jmé]|w>2:

=2 0] A0l A B (0] B ) =
-Lw A8l - awicl)

(1284)
Po odmocani dostavame
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Aa, b, > %\<¢I| Cly). (1285)

Dosadime-li sem napvysledek ( 1282 ), mame =71 a tedy

APPEIE
AxAp2§‘<w|1|¢/>‘ 5 (1286)

ve shod s vysledkem ( 1275 ) ziskanym na zakl&durierovy
transformace vinové funkce.

Pozorovatelnéuksledky nekomutativity ¢kterych operatar tedy
spaivaji v tom, ze jim odpovidajici vélny nelze ndfit sowcasre

S heomezenouresnosti.

Matematicky tento princip poprvé formulovalmecky fyzik Werner
Heisenberg v roce 1928.

\\ gy A
" |: ¥ Al

Werner Heisenk;érg (190i —1976)

Heisenberdiv princip neur ¢itosti, jak se tento poznatek nazyva,
fik4, Ze sotin presnosti, s jakou #iime nap. hybnosiastice a
souwasrt jeji polohu, bude vzdy&si, nez polovina redukované
Planckovy konstanty. Z#&iime-li tedy nap. hybnost s fesnosti na 34
desetinnych misté&d Planckovy konstanty), bude jiz n&twst jeji
polohy viadu meti. A naopak, zr&¥ime-li velice gesreé polohu,
rozmaze se nam informace o hybnosti.
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Heisenbergovy relace ne&itosti plati mezi vSemi valinami, jejichz
operatory spolu vzajerdimekomutuji. Plati tedy n&p mezi energii a
casem;

AEAt > % (1287)

0 ¢emz se snadnag@swdcime, pokud dosadime odpovidajici
operatory do ( 1283).

Piiklad 4. Skalarni soudin na prostoru funkci

Nekomutativitu kvantového gta mizeme snadno demonstrovat
rovréZ nasledujicim zjsobem: vyjdeme z vlastnosti Fourierovy
transformace, ktera navzajem propojuje vinovou &iigk( x)

v sodradnicovém prostoru, s jejim Fourierovym obrazefp)
VvV impulsovém prostoru:

(ee]
o _pX

@(p)e™ dp
(1288)

o
00
o

PX

w(x)e" dx

kdep ozn&uje x-ovou komponentu impulsu.
Prechod od stavového vektog( x) = (X/¢) v sodradnicové

reprezentaci k jejimu Fourierovu obrag{ip) =( p|¢), tj. do
impulsové reprezentace, lze provést velmi jednaduse

()= () = (68l = | o B )= [k ol p
B h (1289)
Srovnaném (1289 ) a ( 1288) vidime, ze
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e =——_ et (1290)

P = e = T

a uplreé analogicky bychom ukazali, ze

(P %)= e’ (1291)
NGV

Priklad 5 Prostorové rozlisSeni, modudmi pi‘enosova funkce

RozliSeni zobrazovaciho systému Ize popsat f@dsictvim odezvy
na bodovy impuls.

Obraz bodového mpulsu — PSF (Point Spread Functiomy v
idealnim pipad tvar gaussovského piku, ghoz stanovujeme
rozliSeni standardnako FWHM (Full Widh in Half Magnitude).

Obr. 72

PSF

F (prostorova frekvence) se udava v Ip/mm (line pairmm).
MéreniF |ze provadt bud pomoci Siemansovy krdice, nebo
pomocicarovych test.
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Obr. 73

Il
]
||
i =
1=

Line Fair Test Phantom Section of a Star Pattern

MTF (modula&ni prenosova funkce) popisuje, jakymizobem
zobrazovaci systém zaznamenava objekty se zvysugiet. Fri
vysokémF dochazi k modulaci MTF

MTF Ize spd@itat Fourierovou transformaci LSF. Pokud ma LSF
gaussovsky gibéh, rovrez i MTF ma gaussovsky filoeh (viz priklad
1).

Obr. 74
; Obraz objektu
=
I =y N—
,fl/-\/\f\l- Contrast =——Reducing contrast due to
b b PN . transition densities at the
o5 s e A N R e 4 edges of the Pb stnps
Increasing spatial frequencies (Ip mm "
100
52
= 8B
=
e s S mw @ 88—

rostouci prostorova frekvence (Ip.mm-)
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Cim je uzsi LSF (a tedy lep3i rozliseni), tim j&&jeji fourierova
transformace MTF (@sledek principu neditosti) a tim je vySSF, jiz
jsme schopni rozlisit.

Obr. 75
LSFs MTFs
_\-H-\""\.,\
% 1| [y ke
= | [l E_" g
= | | = Y
E | S 54,
m | = Rt
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g I o b
= j 1} ~— '8
= \ L
— | 1 +— ?
o f .,
E [ =
o 4 1 o~
o

[ ~ \
- Fil ey
= i T
[=% J
£ / _ = \
(141 /J S \.

— e g

position spatial frequency

Priklad 6. Nyquistovo kriterium, aliasing

Matice deteknichc¢i zobrazovacich elemehje charakterizovana
vzorkovaci §kou A a Stkou detekniho (zobrazovacciho) elementu —
olk¢ nenulové. Dochazi ke vzorkovani (pixelizaci) oloraz
zpramérovani obrazu ifes Stku elementu. Interval prostorovych
frekvenciF, které mohou byt detekovadyzobrazeny, je dan
Nyquistovym kritérient < 1/(24).
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Obr. 76

o~ detector elements

Iln'
|J — l=—— detector aperture width

:h____-

4-‘ — sampling pitch
aliased output signal ——H\\ ﬁ— samples

! '1
| A g
|

T

- I
I
I|

—= =— sampling pitch

Preielc analog input signal

M¢&jme obdélnikovy puls popsany funkci

f@qz{a)pm|4Sl‘ (1292)
0 pro |x>L
Fourierova transformace obdélnikového pulzu je tedy
F (k) = j F(x) e™ dxe j f( Y[ cos{ ky+ iin( Ky] dx
- e (1293)

:_]: f (x) cogkx) dx+ |_]; f( % si@ky dx.

Protozef(x) je suda funkce, je posledni integrand lichou ftirgkjeho
integral je tudiz nulovy. Mame tak

) L

F (k)= [ f(x)cos kg dx::[ £ cof Kk dx{% sit k)%: 2 B

—00

(1294 )
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OznameL vzorkovaci §ku detektoru (vzdalenostietiu dvou
sousednich detékich elemerit), F prostorovou frekvenci (Ip/mm)
signalu.

sin( 2L77F)
L7+

MTF(F,L)=E,L (1295)

Obr. 77
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Je li prostorova frekvence vstupniho signalu vpeZiF,,, dochazi
k modulaci MTF, coz se projevi jako splyvani sturkt aliasing.
Frekvence vysledného splynutého signalu je o tonsi ne¥, o
kolik je vetSi frekvence vstupniho signalu opriti

1
F =— 1296
lim 2|_ ( )
Obr. 78
f(x)
Eu'
-Li12 Li2 X
Al(k)
EULﬂ

-m‘h-ﬁ'ﬂﬂfﬂ_-hﬁﬁ__;Lm

( n 21 in 41 i
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b) Vicerozngrné zobec#ni
Dvourozn®&rnou Fourierovu transformacititheme definovat v bazi z

funkci exp[+(kx + ly)] tak, aby Astaly zachovany vlastnosti platné
pro jednoduhou transformaci. Definujeme tedy:

F(¢.6)=F(f (xy)):ijj f(x y) &%) dxdy

(1297)
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Piiklad 7 - difrakce

Vyjdeme z Helmholtzovy rovnice ( 1206 ) pro (bazovou) vinovou
funkci ¢ areSme ji pomoci Greenovy integralrity tak, Ze napiSeme
tutéz rovnici pro funkci

_exp(-ikr)

Yo=———". (1298)

vynasobime jiy a od€teme od prvni rovnice nasobegg, ¢imz
dostaneme/Ay, -y AW =0 a aplikaci Greenovyéty mame

<ﬁ>(¢ grady, —¢, gragy)dsS= «. (1299)

S

Provedeme-li integraci tak, ze kolem badwpiSeme malou kouli a
integral ges plochuS rozcklime na dva, wislime hodnoty a poté
budeme zmenSovat polénkoule k nule, dostaneme tzv. Kirchhioff
integralni vztah

w(R)=—2 @[Mgraw—w gradexl[(r;m)]ds. (1300)

4

Pro vypg@itani integralu roz&lime integr&ni plochu naif ¢asti:
plochu stinitka, plochu otvoru a kulovou plochuwtopérem hodw
velkym. Budeme predpokladat, ze na ploSe otvorhwoskotyy a

gradientu liSi jen zanedbatélod stavu bez stinitka, a ze na plose
stinitka a kulové plochy je

Y =grady = C, (1301)

Budeme-li dale fedpokladat, Ze vzdalenosti zdroje a bodu pozorovani
od bodu stinitka jsog, > A,r > A, dostaneme pro bodovy zdroj

swtla tzv. Fresnéiv—Kirchhoffav difrakéni vzorec:
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SH g ()

kde vyrazy v hranaté zavorce napravo viggickosiny uhli mezi
obé¢ma vektory.

Augustin-Jean Fresnel (1788 — 1827) Gustav Robert Kirchhoff (1824 — 1887)

Meni-li se tentctinitel v hranaté zavorce jen malo (je pribkzoosr)
a vzdalenosti, ro Ize nahradit vzdalenostmi od q@ku sodadnic (v
ploSe otvoru), dostaneme z ( 1302 )

A
'R‘:ng”exp[ ik (r+1,)]ds (1303)

Rozvineme-li vzdalenostp, r v fadu a zanedbamesdieny vyssich
fadi nez linearni (coz Ize provést, vzhledem k peribglitinkce
exp), jsou-li nelinearnéleny mnohem mensi nezi dostaneme
vzorec ve tvaru

= B”exp[— K (¢ x+&y) ] dS (1304)

kded, & jsou sndrové kosiny polohoveho vektoru bo&k osan,
y. Zavedeme-li funkci amplitudové propustnd‘s(ix, y), ktera je
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jednotkova v bodech otvoru a nulova mimg (@bdélnikovy puls),
muzeme rozg&it integraci ffes cely prostor a vysledna vina je &ima
dvouroznérné Fouriero¥ transformaci funkce propustnosti:

w(R)=w (<€)

~F(F(x ) (1305)

Proctvercovy a kruhovy otvor je difr&ki obrazec vykreslen na obr.
80.

=
k- .
fam e SR pp—

Obrazek 80: Difrakce naétvercovém a kruhovém otvoru

Je vSak nutno upozornit, ze dana metoda uvazujeepskalarni pole,
zatimco elektromagnetické pole ma vektorovy chara&imz se
dopoustime dalSiho zjednodusSeni.

Priklad 6 — Zobrazeni nuklearni magnetickou rezonaneiMRI
Prostorové dekodovani MR signalu

Aby bylo mozné odlisit signaly vedenétznych vrstevdla, je
potieba, aby protony

v riznych mistech reagovalyiprichodu RF pulzu o vhodné
frekvenci.

K homogennimu poli hlavniho magnetu jsou praiddma pole dalSi
(tzv. gradienty). Pole, jehoz intenzita roste suosta, vytvai
magneticky gradient, ktery umi@dje zvolit rovinuiezu, a proto je
nazyvan,slice selecting gradient(rovinutezu utujici gradient). V
praxi pak nafiklad u nohou fisobi pole o sile 0,45 T (odpovidajici
f=19,160 MHz), kdezto u hlavy 0,55 T (f = 23,4¥Hz). Vyslanim
vhodné frekvence vybirame tedy jgsz, ktery chceme zobrazit. Pro
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ez napiklad oblouku aorty bude mit impuls frekvenci 2898Hz.
Regulovat tlougku fezu pak Mizeme d¥ma zgisoby:

rdznym rozsahem frekvence impulsutedy¢im vétsSi rozsah pulsu,
tim SirSitez.

sklonem gradienty jinakfeceno rozsahem pole, ve kterém &e t

v s

Obr. 82
gradient
. e oo 1a“ Il 3
0,457 0,507 0,53T 0,55T
19,160 MHz 22,566 MHz 23,417 MHz

Jelikoz jedna saadnice k prostorovému ¢eni nestai, je pidano
dalSi pole. Tentokrat je ale pole na dlouhou ékukolmé, a sila se
tedy meéni v pravolevém sgitu. Diky tomu budou protony umésté v
raznych ,sloupcich”&la emitovat éiznou frekvenci. Tento gradient je
nazyvan, frequency encoding gradieht(frekvenci utujici gradient)
¢i ,, readout gradient (ode&itaci gradient). Konaé ugeni bodu v
prostoru poskytneti gradient, ktery vSak funguje piaud odliSrE.
Nachazi se ve stru kolmém na readout gradient, je vSak zapnut
pouze na velice kratky okamzikgu aplikaci samotného readout
gradientu. To ovlivni frekvenci precese jednotlikriyarotori ve
sloupci, avSak s ohledem na vzdalenost. Tedy ¢&y¢ltyly ovliviény
polem s vySSi intenzitou, budou mit vysSi frekvereg zbyle. Jakmile
tento gradient pomine, bude Larmorova frekvencégpiove sloupci
op¢t stejna, jenze uz nebudou kmitat ve spoefazi, ale viizne
podle toho, jak moc byly gradientem ovlény. Tento gradient je
proto nazyvar phase encoding gradieht(fazi uujici gradient).
Pomoci pidanych magnetickych gradiénbvlivnime precesni
frekvenci a fazi spiithv zavislosti na na jejich prostorové lokalizaci.
Aplikaci prvniho, rovinu vrstvy @ujiciho gradientu zvolime vrstvu,
jiz budeme zobrazovat. S pomoci dalSich dvou na kelmych
gradienti nastavime frekvenci a fazi signalu v jednotliviucxelech
tak, abychom dokéazali signal prostoéaekodovat.
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Obr. 82
22,58 M4z 22,57 MK 22,56 Mz
D

Obr. 83

22,58 MHz 22,58 MHz

W W
@@ D=0
® <)

_,.r4'

aipesh

Matice ziskanych dat t¥dk-prostor. Vodorové (k1) mame
jednotlive FIDy (obsahuji frekveni kodovani).
Ve sloupcich (k2) mame informaci zakédovanou fé&zov
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Po Fouriero¥ transformaci v obou dimenzich ziskame obraz.

Obr 84

15t TR 2nd TH 3rd TR 256th TR

Frekveneni k-prostor

V prostorové oblasti obvyklém eukleidovském prostoru
(r-prostoru), je obraz zobrazované v&hy F popsardistribu ¢ni
funkci, neboli polemF(x,y,2). Ve vektorovém zapisu, zavedenim
prostoroveho vektory, je tato funkcd-(r). Obecnou~ourierovou
transformaci vznika nova distribéni funkce

F(k)=jij(r)e2mkrd | (1306)

kdek = (ki ky, k3) je vinovy vektor.
Integruje se f&s prostorovou oblast Distribuni funkce 7 (k) je

definovana v novém linearnim 3-rogmém vektorovém prostoru.
Prostorové(k) i frekvereni F (k) distribusni funkcenesou tutéz

informaci a souviseji spoluifmou a inverzni Fourierovou
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transformaci.

Z matematického hlediska tedy #Zbého metrického eukleidovského
r-prostoru fourierovskou transformaci vznika novy "frek¢eit
prostor, oznéovany rekdy jakok-prostor (k-space).

Obr. 85

k-prostor

Nazev vznikl podle toho, ze po Fourieédvansformaci je novou
nezavisle prornnou "vinovy" vektork (obecrt komplexni).
Abstraktni k-prostor je v jistém smyslu "recipnd* k obvyklému
fyzikalnimu r-prostoru.

Vystavba MR obrazu

Z rozdili frekvence a faze slozek MR signalu Ize Fourierovou
transformaci rekonstruovat informaci o poloze zelignalu.

Kazdy MR signal ziskany s konkrétni hodnotou fazujicino
gradientu, pedstavuje jednaddku (vektor) dat v matid-prostoru.
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<

Fourierova

transformace

—

MR signal se uklada po

‘adcich do tzv. k-prostoru

-

/ 3 = e -I‘va obraz C
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MR obraz

MR signal na osciloskopu
® @ ® @ & @

k-prostor
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Vlastnosti k-prostoru

Obr. 88

k-prostor nese Uplnou informaci o MR obrazu zak@smu ve
frekvertni oblasti

Obr. 89

Vysokeé frekvence jsou zasadni pro kontrast obrelzyhi vSak ostrost
kontur
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Obr. 90

Nizké frekvence nesou informaci o konturach, ctwiak kontrast
Piiklad 7 — Zobrazeni vyp®tni tomografii — CT

Jak znazatuje obrazek 80,ipCT projekci tvdi kazdy bod
objektového prostoru sinusoidu v t®Radonow prostoru.

Obr. 91

e

1R -

Sinogram Mappng of setaf 1-0
oo prolies into
20 sincgram spacs



391

Reprezentaci objektu v Radorgwrostoru je 2D soubor vSech
projekci pe(r) jednotlivych bod objektu pro vSechny uhlg, zvany
sinogram (viz obr. 81).

Obr. 92

Prechod z objektového prostoru, #nz je poloha kazdého bodu
objektu popsana seéadnicemix, y, do Radonova prostoru, ¥mz je
poloha téhoz bodu popsana snicemir,d, nazyvamdradonovou

transformaci.
Jsou-lir, snové soiadnice bodu v bazi, jeZ je vzhledemikpdni
bazi pootdena o Uhel, potom mezi satadnicemi bodu v jeho

ptvodni bazi X, y) a jeho sotadnicemi v nové bazr (s) plati znamé
pievodni vztahy

ry_( cosd singd)(x
s) |-sin@ cod y

X) _(cosd —sing\(r
y) (sind co¥ \s)

(1307)

Cilem je rekonstrukce obraziyodniho objektu ze sinogramu, neboli

vypocetinverzni Radonovy transformace.Matematickym
vyjadienim Radonovy transformace je Fourierova transfoema
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projekci objektu. Objekt je na sinogramu reprezegosumou Siin
s niznymk, neboli Fourierovym obrazem

F (ko k)= F[ f(x y)]=ﬂ f(x y) ") gxg, (1308)

kde

k, = kcosd,

k, = ksing, (1309)
k=K +K.

Inverzni Fourierovou transformaci
F-l[F(kx,ky)]: f(x ) (1310)

je z Fourierova obrazu ziskatvodni objekt f (X, y).

Pro vyp@et z@Etné rekonstrukce je vyuzivan tawourier central

slice theorem kterytika, ze jednodimenzionalni Fourierova
transformace projekcpg(r) je rovna dvojdimenzionalni Fourier®v
transformaci objektu i-prostoru. Hodnoty souboru
jednodimenzionalni Fourierovy transformaadka sinogramu se tedy

rovnaji hodnotam dvojdimenzionalni Fourierovy trfansace
zobrazovaneho objektdili

P(k,@):F[pg(r)]:ng(r)e_ZMKr: F( k. k). (1311)



